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Einleitung. 

Das Turbulenzproblem, das ganz allgemein den Gegenstand 
der folgenden Untersuchungen bilden soll, ist im L a d e  der 
Zeit in so vielen Arbeiten von so vielen verschiedenen Ge- 
sichtspunkten aus behandelt worden, dal3 es nicht unsere Ab- 
sicht sein kann, einleitend uber die bisherigen Resultate eine 
ifbersicht zu geben. Wir verweisen zu diesem Zweck auf eine 
Arbeit von Noetherl)  uber den heutigen Stand des Turbulenz- 
problems, in welcher auch die meisten Literaturangaben zu 
finden sind. 

Fiir unseren Zweck genugt es, den gegenwgrtigen Stand 
des Turbulenzproblems in ganz groben Umrissen zu skizzieren: 
die bisherigen Untersuchungen zerfallen in zwei Teile : die 
einen von ihnen befassen sich mit der Stabilitatsuntersuchung 
irgendwelcher laminaren Bewegung, die anderen mit der turbu- 
lenten Bewegung selbst. 

Die ersteren fuhrten anfangs zu dem negativen Resultat, daB 
alle untersuchten Laminarbewegmgen stabil seien. v. Mia es2) 
und HopfS) bewieeen auf Grund eines Ansatzes von Sommer-  
feld*) die Stabilitiit des der Couetteschen Anordnung ent- 
sprechenden linearen Geschwindigkeitsprofils, Blu  men t ha15) 
gelangte bei einem von Noether  zur Diskussion gestellten 
Profile 3. Grades zu demselben Ergebnis. Dagegen gelang 
es spater Noethere), ein labiles Profil anzugeben - rtllerdings 

1)  F. Noether, Zeitachr. f. sngew. Math. u. Mech. 1. S. 126, 1921. 
2) R. v. Misee, Beitrag z. Oszillstionaprobl.: H e k .  Weber-Fest- 

3) L. Hopf, Ann. d. Phya. 44. S. 1. 1914. 
4) A. Sommerfeld, Atti d. IV. congr. int. dei Mathem. Rom 1909. 
6) 0. Blumenthsl ,  Sitzungaber. d. bagr. Akad. d. W k .  S.663. 

6) F. Noether, Nschr. d. Ges. d. W h .  Glittingen 1917. 

sohrift. 1912. S. 262. 
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578 W .  Heisenberg. 

ein Profil, das schon im Falle der reibungaloeen Fliiesigkeit 
labil ist und auch in Wirklichkeit nie ale stationker Bewegunga- 
zustand realisierbar ist. In neuerer Zeit aber hat Prandt l l )  
gezeigt, daS es in der Tat Profile gibt, die erst bei Beriick- 
sichtigung , der Reibung labilen Charakter besitzen. 

Die andere Gruppe von Arbeiten, die in jiingater Zeit 
durch die Rechnungen2) von v. Karman,  La tzko  u. a. groBe 
Erfolge erzielt hat, unteraucht die turbulente Bewegung selbst 
und geht dabei euf halbempirischem Wege mit Benutzung 
der hnlichkeitsgesetze vor. Theoretisoh ful3t sie fast durch- 
weg auf dem Boden der P r a n d  tlschen Grenzschichttheone. 
Das f i i r  uns wichtigate Resultat dieser Arbeiten ist das aua 
dem empirischen B 1 a a i u  s sch en Wideratandsgesetz (die Zit ate 
bei Schiller5)) folgende sogenannte y’h-Gesetz der turbulenten 
Geschwindigkei tsverteilung. 

Ein Hauptziel der erstgenannten Arbeiten, der Stabilitats- 
untersuchungen, bildete stets die Ermittelung der kritischen 
R e  ynoldsschen Zahl. Eine befriedigende Berechnung dieser 
Zahl ist bisher nicht gelungen und es muB auch ah  frag- 
lich betrachtet werden, ob eine solche durch Stabilitats- 
untersuchungen geleistet werden kann. Die Verauche von 
Ekmans), Ruckes4) und Schiller5) zusammen mit dem 
negativen Ergebnis Hop f 8 beim linearen Geschwindigkeits- 
profil legen vielmehr den Gedanken nahe, daB die kritische 
Reynoldssche Zahl nicht den Punkt angibt, an dem die 
Laminarbewegung anfangt labil zu werden, sondern den, an 
dem zum erstenmal die turbulente Bewegung als stationarer 
Zustand moglich ist. Vom Standpunkt der Theorie am 
miissen wir also darauf gefaBt sein, unter Umstanden zwei 
kritische Reynol  d ssche Zahlen zu finden, die eine entsprechend 

1) L. Prandtl, Physik. Zeitachr. 28. S. 19. 1922 und 0. Tiet-  

2) Vgl. bea. Zeitachr. f. angew. Math. u. Mech. 1. S. 233f. 1921. 
3) V. Ekman, Turbulent motions of Liquids. Arch. f. Mat. och 

4) W. Ruckes, Diseert. Wiirzbnrg 1907. Vgl. auch den Vortrag 
von W. Wien, tfber turbul. Bewegungen. Phys. Zeitachr. 8. 1904 und 
Verh. d. deuhh. phys. W l k h .  9. 1907. 

5) L. Schiller, Rauhigkeit und kritische Zahl. Phpik. Zeitachr. 8. 
S. 412. 1920. 

jens, D k r t .  Gijttingen 1922. 

fysik 6. s. 12. 1919. 



tlem Beginn der Turbulenz, die andere entsprechend dem 
Kiederbrechen der Laminarbewegnng. 

Auch die vorliegende Untemuchung soll in die zwei ver- 
Fchiedenen Teile, die Behandlung des Stabilitatsproblems 
einerseits, die der turbulenten Bewegung anderemeits zerfallen. 

Daa Ziel des ersten Teiles soll sein, alle bisherigen Unter- 
suchungeo unter einem einheitlichen Gesichtspunkt zusammen- 
zufassen, d. h. moglichst allgemein die Bedingungen dafiir 
aufmstellen, wann ein Profil labilen oder stabilen Charakter 
t ragt und die Methoden anzugeben zur Losung der Stabilitats- 
pleichung fiir jedes beliebige Geschwindigkeitsprofil und zur 
Herechnung der fiir labile Profile sich ergebenden kritischen 
lteynoldsschen Zahl. Dieses Ziel kann natiirlich nur durch 
Anwendung von Naherungsverfahren unvollkommen erreicht 
wcrden. Dennoch hoffen wir , die qualitativ wesentlichen 
( fesichtspunkte durch solche Rechnungen klarstellen zu 
konnen. Die Untersuchung irgend eines beliebigen Profils 
scheint zwar zuniichst physikalisch sinnlos zu aein, da nur 
bcstimmte Profile in Wirklichkeit vorkommen. Indem wir 
aber irgendein Profil als endliche Storung eines anderen auf- 
faseen konnen, wie dies z. B. Noether a. 8. 0. getan hat, 
wir anderemeits spiiter die Untemuchungen auf das zuniichst 
i inbekmte Grundprofil der turbulenten Bewegung ausdehnen 
inussen, so scheint die Untersuchung eines beliebigen Profile 
(loch von groI3er Wichtigkeit. 

Als Anwendung der Methoden soll das Parabelprofil 
tlurchgerechnet werden. 

Im zweiten Teile wollen wir versuchen, unter gewissen 
6tark idealisierenden Voraussetzungen Differentialgleichungen 
fur die turbulenten Bewegungen abzuleiten und aw diesen 
qualitative Aufschlusse zu erhalten uber einige Eigenschaften 
ctrr turbulenten Geschwindigkeitsverteilung. 

I. T e i 1 : Die Eltabilltlt ngleiehung. 
8 1. Featlegung den mathematieohen Probleme. 

Die wesentlichste Beschrankung, die wir unaeren Rech- 
nungen anferlegen, besteht in der ausschliel3lichen Betrachtung 
Ton ebenen Laminarbewegungen und nur ebenen Storungen 
dcrselben. Unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystems X, Y, Z nehmen wir also an, daS die Ge- 

39 * 
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schwindigkeit in der 2-Richtung Null und alle iibrigen GroBen 
von z unabhangig seien. Weiter aber werden wir auch nur 
die Stabilitat solcher Laminarbewegungen prufen, die zwischen 
zwei geraden, parallelen Wanden verlaufen. Dabei nehmen 
wir an, daB die Wande der X-Achse parallel laufen, dalj also 
auch die zu untersuchende Laminarbewegung eine Geschwin- 
digkeitskomponente nur in der X-Richtung besitzt. Diese 
Geschwindigkeit w in der X-Richtung wird in irgendeiner 
Weise von y abhangen; uber die Funktion w = w(y) behalten 
wir uns vor, spater einige Annahmen uber Stetigkeit, Sym- 
metric usw. zu machen; sonst sol1 diese Funktion jedoch zu- 
nachst ganz willkurlich sein. 

Wurden wir w = a y setzen, so wiirden unsere Ansatze 
gertade mit den von Hopf beim Couetteschen Fall unter- 
suchten identisch. Auf die Frage, ob sich die untersuchten 
Profile w = w (y) als stationare Bewegungen realisieren lassen, 
gehen wir zunachst nicht ein (vgl. u. 8. 581). 

Bevor wir die (bereits von Sommerfeld a. a. 0. auf- 
gestellte) Stabilitatsgleichung noch einmal in Kiirze am den 
S t o kesschen Differentialgleichungen herleiten, fuhren wir in 
bekannter Weise dimensionslose Variable ein. Sei h eine 
charakteristische Lange (etwa der Abstand beider Wande), 
U eine charakteristische Geschwindigkeit des Profils, ,u die 
Zahigkeit, e die Dichte, - - - R die Reynoldssche Zehl, 
80 fiihren wir statt x, y, u, v, t ,  p (unter u, v werde die Ge- 
schwindigkeit in der x- bzw. y-Richtung verstanden, t sei die 
Zeit, p der Druck) neue Varibale xo, yo, uo, vo, to,  p ,  ein ver- 
moge der Relationen 

U-h-p 
P 

Lassen wir nachtraglich den Index 0 weg, so lauten die 
S t o k e s schen Gleichungen : 

. +  
+ 

Weil wir Inkompressibilitat voraussetzen, schreiben wir 
a* 
a x  
- .  a* It = - (3) a y y  V = -  
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Durch Elimination von p erhalten wir bekanntlich : 

Unter d ist hier das Differentiationesymbol 
a s  6' m+w 

vers t and en. 
In Gleichung (4) ist noch nichts uber unser spezielles 

Problem, die Stabilitatsuntersuchung einer gewissen Laminar- 
stromung, enthalten. Dementsprechend wird Gleichung (4) auch 
die Grundlage fur die Rechnungen des Teils I1 bilden. Um 
speziell zur Stabilitatsuntersuchung uberzugehen, teilen wir die 
Hewegung und damit auch das Vektorpotential ly in eine 
Grundstromung und dariiber uberlagerte kleine Schwingungen. 
Wir machen also den Ansatz: 

(5) w = @(y) + y(y)ei@'-aZ), 

-- - w ( y )  = w .  a @  
a Y  

Gehen wir mit diesem Ansatz in (4) ein, lasaen dabei alle 
Glieder weg, die g~ nicht enthalten (da wir die Gleichung (4) 
fur g~ = 0 als erfiillt ansehen), lassen ferner alle in g~ quadra- 
tischcn Glieder weg (da wir g~ als klein voreussetzen), ao lautet 
die entaprechende Differentialgleichung fiir g~ : 

(7) ( . p " - a 2 g ) ( w - - )  - g w " =  -(g""-22ay'l+ i u'y).  a R  

I>aB wir Gleichung (4) f i i r  ~1 = 0 als erfullt ansehen, bedeutet 
physikalisch, daB wir nur solche Grundstromungen w be- 
trachten, die entweder vermoge auBerer Kriifte wirklich 
stationar sind , oder deren zeitliche Veranderung langsam 
gegen die der kleinen Schwingungen erfolgt. 

Gleichung (7) ist in dieser Allgemeinheit schon von 
Noe the r  a. a. 0. abgeleitet. Sie ist eine gewijhnliche Diffe- 
rentialgleichung fur g~ von der vierten Ordnung. Dem ent- 
spricht es, daB die Funktion g~ vier Grenzbedingungen er- 
fullen muB; es mussen u und v, daher auch g~ und g~' an den 
beiden Wanden verschwinden. Setzen wir B/a = c, ao daB c 
im wesentlichen die Wellengeschwindigkeit bedeutet, so laBt 
sich das mathematische Problem folgendermaflen formulieren: 
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Es sind die Losungen der Gleichung 
i 
aR (?a) ('p" - ua 'p)(w - c) - 4p to'' = - (y"" - 2ue y" + cc4 a) 

mit der Nebenbedingung, daB an den begrenzenden Wanden 
(etwa y = 1 und y = - 1) q~ = 0 und q~'= 0 sein 8011, zu unter- 
suchen. Zu jedem Wert von a und R sol1 der zugehorige Wert 
von c und p berechnet werden; cc sei der Einfachheit halber 
stets positiv. Je  nachdem der imaginare Teil von /? positiv, 
Null oder negativ ist, haben wir es mit einer stabilen, unge- 
dampften oder labilen Schwingung zu tun. Es sind die Be- 
dingungen fiir daa Profil w aufzmuchen, unter denen Glei- 
chung (7s) nur stabile, bzw. unter denen sie auch labile 
Schwingungen zuliiBt. 

Bevor wir zu den Losungsmethoden iibergehen, sei noch 
suf eine besondere Eigenschaft der Gleichung (7 a) hingewiesen. 
Im Limes der reibungslosen Flussigkeit R = 00 verwandelt 
sich Gleichung (7 a) in eine Differentialgleichung 2. Grades 
fur q ~ .  

(8) 
Dem entspricht es, daS fur R = 00 nur noch zwei Grenz- 
bedingungen zu befriedigen sind, welche besagen, da13 die 
Normalkomponente der Geschwindigkeit, also v oder p an 
beiden Wiinden verschwinden SOU, nicht mehr aber p'. 

Die Bedingungen fur die Losbarkeit von Gleichung (8) 
sind schon von Rayleighl) ausfiihrlich untersucht worden. 
Man kann, um eine einfache Bezeichnung einzufiihren, 
,,schwingungsfahige" und ,,nichtschwingungsfahige" Brund- 
stromungen unterscheiden, je nachdem Gloichung (8) eine 
Losung mit reellem c besitzt, die den Grenzbedingungen ge- 
nugt, oder nicht.2) Gibt es Losungen mit komplexem c, so wird, 
wie sich spilter zeigen wird, auch bei Beruckaichtigung der 
lteibung die Stabilitatsfrage fur diese Schwingungen schon 
durch (8) entschieden, die Schwingungen sind dann immer 
lab&l. 

Man wird aber daruber hinausgehend zu der Vermutung 
gefuhrt, daS das Profil w dann und nur d a m  unter EinfluB 

1) Lord Rayleigh, Papers I. s. 361; 111. S. 575, 594; Iv. s. 203. 
2) Hierbei geniigt ea 8ber kehemegs, daa Profil durch Tanganten- 

plygone anzuniihern, dss Result& h icht l i ch  der m6glichen Schwin- 
gungen wUrde dadurch v8llig gefirlscht. 

(y" - uZy) (w - c) - 'p w" 5 0 .  
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der Reibung labile oder ungediimpfte Schwingungen zulassen 
wird, wenn es zu den schwingunpfiihigen Grundstromungen 
gehort. 

Diese Vermutung liegt um so niiher, als sie sich an allen 
bisher untersuchten Profilen bestiitigt hat.') Trotzdem wird 
sie keineswegs dadurch begriindet, daS Gleichung (8) im 
Limes R = 03 aus Gleichung (7a) hervorgeht, denn es ist z. B. 
in den Arbeiten von Omena) bewiesen, daB der Grenzubergang 
R = cx, in den Differentialgleichungen schon mehrfach zu 
falschen Resultaten, beeonders hinsichtlich der Grenzbedin- 
gungen der reibungslosen Fliissigkeit, gefiihrt hat und daI3 
man daher den Grenzubergmg nur an den Integralen der 
Gleichung (7a) vornehmen darf. AuBerdem ist es von vorne- 
herein keineswegs zu entscheiden, ob die Reibung die un- 
gedampften Schwingungen von (8) im S h e  einer Diimpfung 
oder einer Anfachung abiindert. 

Wir werden im folgenden versuchen, unsere oben aus- 
gesprochene Vermutung zu beweisen, indem wir zeigen, daS die 
schwingungsf &@en Sys teme oberhalb eines bestimmten Wer tes 
der Reynoldsschen Zahl im allgemeinen labilen Charakter, alle 
nichtsch&ngungsf&@en dagegen stabibn Charakter besitzen. 

Durch diesen Satz wird das Problem der Stabilitiit eines 
Profils ganz wesentlich vereinfacht; denn fur sehr kleine Werte 
von a lassen sich bekanntlich die Losungen von (8) direkt 
hinschreiben. 

9 2. Die LBsunpmethoden und des sllgemeine Verhslten 
der Integrale von (78). 

Die wichtigste Eigenschaft der Gleichung (7a), die eine 
niihemgsweise Derstellung ihrer Losungen erlaubt, besteht 
darin, daB R als sehr groB betrachtet werden kann. Es wird 
sich namlich zeigen, daS, falls eine Labilitiitsgrenze existiert, 
dime im allgemeinen bei sehr hohen Werten von R liegt. Da 
es andererseits physikalisch ganz unwahrscheinlich ist, daS bei 
kleinen Werten von R noch einmal Labilitiit des betreffenden 
Profils eintreten kann, so reicht es fur unsere Zwecke zuniichst 
(LUS, R als sehr groB anzusehen. 

1) VgL 8uch L. Prendtl, Phys. zeitechr. a. 8. 0. 
2) VgL z. B. C. W. Oseen, Beitriige z. Hydr. Ann. d. Phys. 46. 

S. 231 u. 623. 1915. 
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Diese Annahme macht es moglich, die Losungen von 
(7  a) anzunahern durch Entwicklung nach negativen Potenzen 
von R bzw., wie sich zeigen wird, von I/a. Ferner werden 
wir a als klein annehmen und die Losungen gegebenen Falles 
nach positiven Potenzen von a2 entwickeln. 

Die beiden Entwicklungsmethoden nach (a R)-’;s einer- 
seits, nach a2 andererseits, scheinen sich insofern zu wider- 
sprechen, als im ersten Falle ccR als grolj, im zweiten ita 
als klein angenommen wird. Der Widerspruch wird jedoch 
dadurch behoben, daf3 R im allgemeinen als auflerordentlich 
6’013 betrachtet werden kann, so da13 z. B. fur R =2000, 
a = a R = 200, a2 = l/loo’ wird, was fur eine gute Kon- 
vergenz beider Entwicklungen vollig hinreicht. Die Konvergenz- 
eigenschaften dieser Niiherungsmethoden sind aber noch ge- 
nauer zu betrachten. Die Untersuchung lehrt, dalj die Reihen 
nach (a R)-’ix im allgerneinen divergieren, dalj sie aber den 
bekannten Charakter der semikonvergenten Reihen tragen, 
d. h. daB die Glieder zuerst abnehmen, dann wieder wachsen 
und daf3 man die bestmogliche Annaherung erhalt, wenn man 
die Reihe beim kleinsten Glied abbricht. Uneer Naherungs- 
verfahren hat also ahnliche Konvergenzeigenschaften, wie z. B. 
die in der Astronomie verwendeten Reihen der Storungs- 
theorie, deren Verhalten Poincark ,  Meth. nouv. d. 1. mec. 
cel. I1 ausfuhrlich schildert. 

Eine erhebliche Schwierigkeit fur die Verwendung der 
semikonvergenten Entwicklungen liegt aber darin, da13 sie in 
rler Umgebung eines bestimmten Punktes ihre Giiltigkeit ver- 
lieren,. so dalj es nicht ohne weiteres entschieden werden kann, 
in welcher Weise die Naherungslosungen auf beiden Seiten 
des Punktes aneinandergefugt werden mussen, um ein be- 
stimmtes Integral der Gleichung (7 a) beideweits anzuahern. 
Wir werden hierauf in § 3 ausfuhrlich eingehen. 

Die Entwicklung nach positiven Potenzen von aa scheint 
im dlgemeinen wirklich zu konvergieren. Fur spezielle Pro- 
file lBBt sich diese streng beweisen (z. B. fiir  das lineare Profil); 
eine Untersuchung uber die Frage, unter welchen Bedingungen 
fur das Profil w diese Konvergenz wirklich stattfindet, haben 
wir jedoch nicht ausgefuhrt. 

Wir beginnen mit der Ableitung der Niiherungslosungen 
der Gleichung (7a): 



Die Entwicklung wollen wir auf die beiden hochsten Glieder 
in 1.R beschranken. Es folgt : 

a R go2 (10 - c )  + m(g,,'+ 29, gl) - (w - C) = i a R g,p 

+ i -(4goa g1 + 6gO2 $01) . 
Hierbei ist vorausgesetzt, daB a2 und w" von der GroBen- 
ordnung 1 oder jedenfalls < l x s e i e n .  Es ergibt sich jotzt 
(lurch einfache Rechnung: 

Wir erhalten also zwei partikulare Integrale der Gleichung (7a): 

(1 1) yl,a = (w - c)-%e yo 

Der Punkt yo soll dadurch festgelegt werden, dal3 fiir y = yo 
20 = c sei. yo kann also unter Umsthnden auch komplex sein. 
]>as Vorzeichen der Wurzel soll 80 gewahlt werden, daB fi i r  

i o  - c = - a e i u ,  die 
Wurzel wird : 

Y 
iJpzZqF-3 

i ( w . 5 )  
- ia R (w - c) = a  R - a e  

i (%++) 
(a R a ) ' / S  - e 

Bemerkenswert an diesen beiden Integralen ist, dal3 a2 
in p in dieser Naherung nicht vorkommt (d. h. nur in der 
liombination a R ,  die man, wie aus Gleichung (7a) hervor- 
geht , in gewissem Sinne als die eigentliche R e y n o 1 d s sche Zahl 
bezeichnen konnte). 

Wir wir spater sehen werden, bestimmen die beiden Inte- 
grale (11) das Verhalten von q in der Grenzschicht und das 
Nichtvorkommen von a2 in (11) bedeutet physikalisch, daB wir 
nur solche Schwingungen betrachten, deren Wellenlange grog 
ifit gegen die Grenzschichtdicke - ww bei den empirisch 
beobachteten labilen Schwingungen sicher der Fall ist. 
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Zn einem vollstiindigen Losungssystem von (7 a) brauchen 
wir jedoch noch zwei weitere Integrale ; naturgemaB werden 
wir dazu diejenigen nehmen, die durch Entwicklung nach 
Potenzen von (a R)-l aus den Integralen der Gleichung (8) 
hervorgehen. 

Zu diesem Ende losen wir zunachst Gleichung (8) durch 
Entwicklung nach Potenzen von a2. Wir setzen also: 

(8) 
(12) 
Daraus folgt: 

(v"- a2 rp) (w - c)  - pl w" = 0, 
q~ = ~ ' 0 '  + a2 p(1' + a4 qP' + . . . 

Es ergeben 
stanten die 

9)(0)'1 (w - c )  - (#O' 20'' = 0. 
p" (w - c)  - p w't = ($0'. (w - c )  , 
9)(21" (w - c) - v(a w~~ = p. (w - c)  , 

sich durch die Methode der Variation der Kon- 
beiden Integrale: 

. . . . . . . . . . . . . .  

Diese Integrale sind nun noch um GroBen der Ordnung 
(a R)-l, . . . usw. zu korrigieren, wenn sie der Gleichung (7a) 
genugen sollen. 

Ohne die entsprechende Reihenentwicklung im einzelnen 
anzuschreiben, geben wir als Resultat cp mit den GroBen der 
Ordnung (a R)-1 an: 

Mit (11) und (14) ist ein vollstandiges Losungssystem der 
Gleichung (7a) naherungsweise gefunden. 
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Ehe wir diesea L6sungseystem 5ur Erfiillung der Grenz- 
bedingungen anwenden, wird es msckmiiBig sein, wenn wir 
uns den physikalischen Sinn der vier Integrale ql, qs, qr 
klar machen und einige Resultate vorwegnehmen, die wir erst 
spater begriinden konnen. 

Die Integrale ql, qa haben die Eigenschaft, bei den uns 
interessierenden groSen Werten von R sehr raach veranderlich 
zu sein, wie aus dem Exponenten der Ordnung la hervorgebt. 
Wenn ale0 etwa q1 an der einen Wand von der GroBenordnung 1 
ist, so wird es in einigem Abstand von der Wand exponentiell 
verachwinden (an sich konnte es auch noch auBerordentlich 
groS werden, doch dies wird naturgemiiB durch die Grenz- 
bedingungen verhindert). Das hat zur Folge, daf3 eich, von 
der unmittelbaren Umgebung der Wiinde abgesehen, tp aus p13 
und tp4 allein zueammensetzt, d. h. dem Verhalten von q in 
der reibungalosen Fliiseigkeit sehr iihnlich ist. 

DaB a2 in rpl, qe nicht explizit vorkommt (vgl. Glei- 
chung (ll)), wohl aber in pa, p14 (vgl. Gleichung (14)), muB 
physikaliech offenbar so gedeutet werden, ~ daB bei der An- 
nahme, a2 sei nicht sehr groS (a2 <fa  R, vgl. Gleichung (78) 
und (9)) die Wellenlange m a r  als unendlich groS gegen die 
Grenzechichtdicke, nicht aber gegen die Kanalbreite betrachtet 
werden kann. Der charakteristische Unterschied zwiechen den 
,, Grenzschichtintegralen" ql, y4 einerseits, den der reibungslosen 
Pliissigkeit entsprechenden Integralen vps, , andererseib, spricht 
sich also in dem Auftreten bm.  Nichtauftreten von as be- 
zeichnend aus. 

Was die Konvergenz der Entwioklung nach Potenzen von 
u2 betrifft, so konnen wir hoffen, daS sie fiir Werte von a2 
von der GroSenordnung 1 noch eehr wohl hinreicht, um eine 
gute Niiherung zu ermoglichen, denn f i i r  ein lineares Profil 
gohen die Reihen fur y3, tp4 uber in solche vom Typue der 
Potenzentwicklung von Cos a, die in der Umgebung a = 1 
noch sehr rasch konvergiert. 

Das Stromungebild, das wir nach allen diesen Schliissen 
erwarten miissen, entspricht den h i i t z e n ,  die man in der 
I'randtlechen Grenzschichttheorie macht. Mit Awnahme der 
unmittelbaren Umgebung der Wande gehorcht die Bewegung 
yehr nahe den Differentialgleichungen der reibungslosen Flikig- 
keiten. An den Wiinden selbst aber haftet eine Grenzechicht, 
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deren Dicke von der Groljenordnung (a R)-'la ist. In dieser 
nimmt die Geschwindigkeit u gegen die Wand zu rasch gegen 
Null ab, wahrend v such auBerhalb der Grenzschicht schon 
nahezu Null ist. 

8 3. Die tZbergaJlgesubetitutionen. 
Wenn wir den Verlauf der Integrale von (7a) von der 

einen begrenzenden Wand bis zur anderen studieren wollen, 
RO miissen wir damit rechnen, daB an einer Stelle y = yo im 
Kana1 w - c = 0 ist (oder wenigstens der reelle Teil von 
w - c Null ist), dal3 also die Wellengeschwindigkeit dort mit 
der Geschwindigkeit der Grundstromung ubereinstimmt. In  
diesem Punkte verlieren die Nliherungsformeln (11) und (14) 
fur die Integrale \-on (7a) ihre Gultigkeit. 

Es ist daher notig, die Ubergangssubstitutionen fur 
cpl, q2, cps, cp4 zu kennen, die beim Ubergang von %e (za - c )  
> 0 zu %e (w - c)  < 0 anzuwenden sind. Zu diesem Ende 
entwickeln wir w und cp in der ,,Umgebung" des kritischen 
Punktes yo nach Potenzen von (a R)-'Ia und setzen deshalb 
y - yo = ? j *  (a R)-'ls. Ferner nehmen wir an, dalj der imagi- 
nare Ted von yo von kkinerer Groljenordnung als (a R)-'h sei. 
1st er namlich von hiiherer GroBenordnung. so verstehen sich 
die Ubergangssubstitutionen von selbst, weil dann im ganzen 
Bereich reeller y nirgends ein ,,kritischer Punkt" auftritt. 1st 
er von derselben GroBenordnung, so lal3t sich das Verhalten 
von cp und w leicht am den beiden eben angefiihrten Grenz- 
fallen interpolieren. Wir konnen zunachst sogar a m  (yo) = 0 
setzen, weil sich cp in unaerem Falle (3tn (yo) < (a R)-';s) nach 
Potenzen von 3 m  (yo) entwickeln laBt und fiirs erste nur das 
Verhalten von q fi ir  3m (yo) = 0 gebraucht wird. 

Wir setzen also jetzt cp = cpo + E cpl + € 2  qz + . . . ., 
E = (a R}-*'a; w - c = E -  a?j + c2 b ?j2 + . . . 

Dann entsteht aus (7a) : 
(p;"'+ 8 (pito+ . . . 

== - q(q,"+ E q)II'+ . . .) a?j + E 47;' b?j2 - 2 E  cpob] + . . . 
Also in erster Naherung: 

(15) 

(1 5 a) 

cpor ' f '  r - i c p o r p  ?j a ;  

cpl"'t = - i [ql" q a + c p i '  b ?j2 - 2 cpo b] . 
in zweiter Naherung: 

Fiir die Integrale cpl, qa Gl. (11) entnehmen wir aus 
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(15), daB sie sich im ,,kritischen Gebiete“ (7 GroBen- 
ordnung 1) wie die von Hopf beim linearen Profile gefundenen 
Integele, d. h. wie gewisse Zylinderfunktionen verhalten. Wir 
konnen also jetzt schon schlieBen, daB die Ubergangssubstitu- 
t,ionen fiir v1, q2 am (11) bis euf GroSen der Ordnung (a R)-’;* 
dieselben, wie beim linearen Profil sein mussen: 

I: 16) 

entsprechen einem Ubergang von 

v1 -+ v 1 +  i ve 1 v1 - i vz -* 91 

% e  (w - c) < 0 -+ %Re (w - C) > 0 .  
Fur dart Studium der Integrale v3, v., in der Umgebung 

von y - yo = 0 reichen aber die bisherigen einfachen Rech- 
nungen nicht aus, denn fiir diese wiirde die. Naherunga- 
lijsung (15) lauten v” = 0; aus (14) wissen wir aber, daB im 
Limes Iz -to3 v4’ an der Stelle y - yo = 0 im allgemeinen loga- 
rithmisch unendlich wird. Die Gleichungen (15) und (15a) sind 
itleo in dieser Form ungeeignet zur Erfassung dieser Singularitat. 

Wir setzen jetzt vielmehr a = 0 und w”‘= 0 (d. h. wir 
brechen die Entwicklung von w mit dem 2. Gliede ab), inte- 
grieren aber sonst (7a) zuniichst ezakt. Dabei bemerken wir, 
daB q = w - c ein partikularea Integral dieser vereinfachten 
Gleichung (7a) sein muB, und fiir v machen wir daher den 
8\18 der Theorie der linearen Differentialgleichungen gelaufigen 
Snsatz: y = (w - c ) s  y d y. Dann folgt aus 

q””= - i a R (v” (w - c )  - w” v) 
fiir v = (W - c ) J y a  y: 

w“’ (W - C) + 4 ~ ”  d+ 6 ~ ’  W“ 
- - - i a R (2w‘ (w - c)  y + (w - c ) ~  y’), 

was nach nochmaliger Integration iibergeht in: 
(17) y“ (w - c)  + 3y’ w’+ 3y w” = - i a R ((w - c ) ~  y - C). 
C ist eine Integrationakonstante. Fiihrt man jetzt wieder ein: 

7 = (y - yo) (a R)’’s, E = (a R)-’/a, w - c = E a 7 + E Z  b 72, 

y =  yo+ E Y 1 +  * * Y  

g o  ergibt sich: 
y,,” a . q  + 3y,,’ a = - i (a272 yo - C) 
Yl” a 7 4- 3y; a + y,” b qZ + 6y; b 7 + 6yo b 

= - i (2a b y0q + a272 yl). 
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Diem Differentislgleichungen enthalten naturlich immer 
rioch siimtliche Losungen von (7a). Da wir speziell q4 studieren 
wollen (qs verhiilt sich f i i r  a = 0 im Punkte y = yo reguliir), 
SO suchen wir diejenige Losung von (17a) am, die sich in 
einigem Abstand von yo, also fur groSe (w - c) a R, wie 
-- verhiilt; denn wir wissen ja  aus (14), daS v4 in einigem 
(1 - c)' 
Abstand von yo durch 

1 

gegeben ist. Es wird aleo nach (17a) 
C 

Yo = 
und 
(18) Y 1 " T + 3 1 y , ' = - i ( 7 c T +  z b  aT'Y,)  ' 

p1 ist wieder dadurch vollig bestimmt, daB es sich .,im 
TJnendlichen" wie - - 2 b c  verhalten 8011. 

Wenn wir nun nach den ffbergangesubstitutionen fur tpa 
(und tps) fragen, so ist damit folgendes gemeint: In den asym- 
ptotisch gultigen Darstellungen (14) f i i r  v3, y4 kommt immer 
tlaa I n t e g r a l l A  (20 - C)' vor, das seinen Sinn verliert, wenn ee 
iiber die Stelle y = yo (w - c = 0) hinweg zu erstrecken ist. 
In Wirklichkeit tritt aber eben an Stelle von CU,-C)' in der 
Sahe des kritischen Punktes die Funktion p. Es kommt also 
dles auf das Verhalten von p (insbesondere pl) in der kritischen 
Tlmgebung an. 1st dieses Verhalten, aleo auch die GroBe 
des Integrals [ p d y (erstreckt uber die kritische Stelle hin- 
weg) bekannt, so ist diese Kenntnis gleichbedeutend mit der 
Iienntnis der Ubergangssubstitutionen fiir v3, pa. 

Die durch (18) und die Grenzbedingung im Unendlichen 
charakterisierte Losung pl lautet : 

0'1 

1 
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Hierin treten die Hankelschen Zylinderfunktionen vom 
Index 6 und dem Argument # (- i a, q)"* auf (a, = axla). Dabei 
iet  das Vorzeichen von (- i a, $12 so zu nehmen, de13 (- i QO 7)':s 

fiir q = .- positiv wird. Eine nahere Untersuchung von 
(19) lehrt, daB sich yyl in der ganzen oberen Halbebene und 
sogar noch in der unteren Halbebene teilweise, niimlich 
fiir 7 = r eiE in den Grenzen 

Z l  - 
r e  

0 0  

2 b  C 
irn Unendlichen wie -- verhiilt, wenn a, oder a positiv 
ist. Lt a negativ, so vertauschen sich obere und untere Halb- 
e h n e  und es gilt 

a'9 

Daram entnehmn War das wichtige Resultat: 
2 b G  
as 

aa 

a > O ,  

SWld',= ( -- 2 b C i n  a < O ,  

+m -- 
(2 1) 

--OD 

EY sind also jetzt die Ubergangssubstitutionen f i i r  qs, qr bis 
auf GroBen der Ordnung (a R)-'/a genau auch fur endliche Werte 
von a gofunden; denn wir wissen jetzt - und das ist hin- 
reichend -- was wir nach (21) G t e r  dem IntegralJ*, 
erstreckt von w - c < 0 nach w - c > 0, zu verstehen haben. 

Auch die PmeZn (16) Zassen sich aus (17) noch einmd 
&leiten. Denn den asymptotischen Liisungen (11) der Glei- 
chung (7a) entsprechen die Integrale 

(19a) 1 H,;: (' (+ (- i q, r,)'l*> 

der homogenen Gleichung (18) (G = 0). Die Aufgabe, die 
bergangssubstitutionen der ,,asymptotischen" Integrmle (11) 
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und (14) zu finden, ist hiermit in der fiir uns erforderlichen 
Genauigkeit (bis auf GroBen der Ordnung (a R)-'/a) gelost. 

Q 4. Irftillung der Qrembedingungen und die Lltabilitiit der 
dem L6eungasystem I entapreohenden Sohwingungen. 

Nachdem unsere bisherigen Betrachtungen von der Art 
des Profils gans unabhangig waren - bis auf einige, die singu- 
laren Punkte betreffenden Einschrtinkungen, die dem Profil 
auferlegt werden muBten - wollen mir, um uns nicht in einer 
ubergroBen Anzahl verachiedener Moglichkeiten zu verlieren, 
die Natur der Grundstromung weiter spezialisieren. Die Be- 
trachtungen gelten jedoch vie1 allgemeiner. Wir nehmen also 
an, daB die begrenzenden Wande durch die Formeln y = + 1 ; 
y = - 1 dargestellt sind, daB ferner die Wand y = 1 gegen 
die andere eine Relativgeschwindigkeit in der positiven X-Rich- 
tung besitze (von der GroBe w (+ 1) - w (- 1)) und daB die 
Laminarstromung an den Wanden hafte (was der Versuchs- 
anordnung von C o ue  t t e entspricht) ; daB schliel3lich im Ge- 
biete - l < y < + l, also in der Flussigkeit, Be (w - c )  ein- 
ma1 und nur einmal Null sei. AuBerdem werden wir im ganzen 
Gebiete Stetigkeit f i i r  w und die Differentialquotienten von w 
voraussetzen und daruber hinausgehend noch annehmen, daB 
die Funktionen w ,  w', w" usw. stets normale GroBe besitzen, 
d. h. z. B. nicht an einzelnen Stellen groB werden von der 
Ordnung (a R)''.. 

Ferner betrachten wir zunachst f i i r  die folgenden Rech- 
nungen a als so klein und a R als so groB, daB wir mit ge- 
niigender Genauiglieit setzen konnen 

Die Festlegung der unteren Grense des Integrals in v4 bedeutet 
offenbar keine Beschrankung der Allgemeinheit unserer Lo- 
sungen. Wir setzen dadurch vielmehr v4 als diejenige lineare 
Kombination von tps und v4 fest, die an der Stelle y = - 1 
verachwindet. Sollte dort auch w - c verschwinden, so tritt 
offenbar an Stelle von v4 die Funktion vs = w - c,  die jetzt 
fur y = - 1 Null wird. 

Urn die Grenzbedingpngen zuerat an dor Wand y = - 1 



zu befriedigen, bilden wir zwei Aggregate fl, f2 aus pl, pB, 
v3, p,, fiir die wirklich p = p'= 0 ist fur y = - 1. 

1 
9 

go(- l)[u(- 1) - c] - -zu' ( -  1) I" " % +  4 

(24) 

[w(_e.  ---'-I 
1)- c 91(- 1) ' 

1 
9 
4 

go(-l)[w(- l)-C]+-~'(- 1) 

I 
(22) 1 fz = sF4 - 

' A  (+ I ) =  sp4 (3- 1) + 9 gr(- l)[w(- 1)-01--w'(-1) 4 

1. %(+ 1) cpl(+l)+icp,(+1) [m:;- 91 (- 1) 
1 A'(+ 1) = vp;(+ 1) + 9 go(- l)[w(-1)-c]--w'(-1) I 

\ 

cp:t+ 1) - cp,'(+l) + i9,'(+ 1) 

I 
Hierbei verstehen wir unter go von jetzt ab die Wureel 
I/- i a R (w - c), nicht, wie in (lo), vz i  (w - c), um uns 
tlas Anschreiben des Faktors ~QR zu ersparen. 

Um die Grenzbedingungen auch an der anderen Wand 
eu erfdlen, mug man zwei Konstanten A und B so zu bestimmen 
suchen, daS 

A fl (+ 1)  + B f e  (+ 1) = 0, 
A fi' (1- 1) + fa' (+ 1) = 0. 

Die Bedingung f i i r  die Moglichkeit einer solchen Bestimmung 
litutet : 
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(24) 

Dime Werte von f l ,  fa, f l ’ ,  fi setzen wir in (23) ein, nehmen 
aber memt noch eine Abschatzung der GroBe der einzelnen 
Glieder vor, um die Rechnung nicht durch Anschreiben un- 
wesentlicher Glieder unnotig zu komplizieren. Xu diesem Zwecke 
bemerken wir, da13 im allgemeinen entweder vz (+ 1) > vz (-1) 
oder v2 (+ 1) < v2 (- 1) aein wird. Dies bewirkt der Faktor 
fa im Exponenten von v1, v2 in (ll), wenn nicht gerade 

-1 +1 

% e J - 1 / -  i(m - c) rfy = %eJ1/ - i (w - c) dy 
+YO YO 

sein sollte, was wir ausschliehn. 
Welcher der beiden Fiille eintritt, liiBt sich nicht vorher 

entscheiden ; im allgemeinen sind beide moglich und liefern 
beide Losungen. Im Falle eines schiefsymmetrischen Profils 
gibt der eine Fall die zu dem des anderen symmetrischen La- 
sungen. Jedenfalls verhalten sich die beiden Moglichkeiten in 
prinzipieller Hinsicht ganz analog und es genugt daher, eine 
von beiden zu untersuchen. Wir nehmen also an: 

vz (+ 1) < vz (- I>, 
d. h. (vgl. S. 585) der Punkt w = c SOU niiher an w = w (+ 1) 
als an w = w (- 1) liegen. 

Daraus folgt, da13 ‘pl ( -  1) - auflerordentlich 

klein, also sehr groB ist. Es bleiben daher in f l  
und fi nur die Glieder stehen, die v1 (- 1) im Nenner haben, 
in fa  und fi fallen die Glieder, die va enthalten, fort. 

1 
%(- 1) 

1 

v1(- 1) 

Aus (28) erhalten wir so: 
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1 %'(+ 1) 

go(- l)[w(- 1) - cl + 
= [w'(+ 1) + isp;(+ 1,l 

%(+ 1) 

go(-l)[20(- 1) -c] + 

Auch in dieser Form ist die Gleichung fur c noch recht kompli- 
ziert. Wir vereinfachen daher (25) zunachst weiter, indem wir 
jetzt nicht nur GroBen der Ordnung e - v p R ,  sondern auch 
solche der Ordnung (a R)-'/? streichen. 

Zu diosem Zwecke stellen wir fest, dalj go (+ 1) von der 
Ordnung (a R)'/i ist - wir schlieEen also zuniichst am, daB 
zc (+ 1) - c sehr klein ist -, dal3 ferner: 

b 1 ( +  1) + i s p s  (+ 111 (I.,'(+ 1) + ispa'(+ 1) =--  4 w ( + l ) - c  

+go(+ l)tspl(+ l)- icP,(+ 1)). 

5 w ' ( + l )  

Von den Gliedern der Gleichung (25) behalten wir daher nur 
iioch diejenigen bei, die mit dem Faktor go (+ 1) multipli- 
ziert sind. 

So entsteht dae einfache Resultat: 

CYI (+ 1) - i v 2  (+ 111 Y4 (+ 1) = 0 
oder 

(26) 

Diese Gleichung besitzt zwei vollig verschiedene Liisnngs- 
Rystome : 

+1 

I)as System I stellt das vollkommene Analogon dar zu den 
Liisungen, die Hopf f i i r  das lineareprofil erhalten und a. R. 0. 
0 4 ausfuhrlich diskutiert hat. In der Tat zeigt sich, daS die 

40 * 
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dem System I entsprechenden Schwingungen stets stabilen 
Charakter tragen. 

Denn aus 
+1 

2J V W - T d  y 

a yo = i folgt: 
+1 

Yo 

wo n eine positive (vgl. S. 585) ganze Zahl ist. Es ist leicht zu 
sehen, daB diese Gleichung nur erfullt sein kann, wenn a c = B 
einen positiv imsginlren Teil besitzt. Also sind die durch (27) 
charakterisierten Schwingungen tatsiichlich gedlmpft, der Be- 
trag der Diimpfung ist von der GroBenordnung w (+ 1) - c 
und braucht daher keineswegs klein zu sein. 

Q 5. DM L6sungasyrtem 11 nnd die Bedingnngen fih die 
Labilltat eines Proflla 

Die Losungen im System I1 sind identisch mit den Lo- 
sungen der Rayleighschen Gleichung (8) und genugen der 
Bedingung : 

-1 

oder (vgl. die Bemerkung zu (14a) S. 592) ganz allgemein 

y4 = (ta - c)(- dY = 0 ftir y =+ 1 nnd y = - 1. 

Die letztere Form unterscheidet sich von der ersteren in ge- 
wissen Ausnahmefiillen, die nachher besprochen werden sollen ; 
auSerdem stellt (28) naturlich nur eine erste Niiherung (a = 0) 
dar. Fur die Losungen von (28) miissen jetzt vier verschiedene 
Moglichkeiten unterschieden werden: Entweder 1. besitzt (28) 
Losungen mit komplexem c. Dann ist das Profil immer Z&Z, 
da stets auch der konjugiert komplexe Wert zu c eine Losung 
darstellt; oder 2. es gibt Losungen von (28) mit reelbm c. 
Dann bezeichnen wir mit P r a n d t l  a. a. 0. das Profil als 
,,schWilZguysfah4g(l. Dies kann nach (21) nur vorkommen, 
wenn an der Stelle (20 = c)  w" = 0 ist, wenn also daa 
Profil entweder einen Wendepunkt besitzt oder aus linearen 
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Oder 3. BB gibt reelle Werte Stiicken znsammengesetzt ist. 
von c, die wenigstens den reellen Teil von 

f l  

-1 

zu Null machen. Oder endlich 4. Es tritt keiner dieser drei 
Fiille ein, (28) besitzt keine Losung. Im Fall (3) und (4) be- 
zeichnen wir das Profil als ,,nicht schzoingungsfahig". Wir be- 
haupten nun, daB Fall 1. stets Labizitat, Fall 3. und 4. stets 
Stabilitiit, Fall 2. im allgemeinen LabilitiFt des zugrunde ge- 
legten Profile ergibt. ' Fiir l .  und 4. haben wir dies im vorher- 
gehenden schon bewiesen. Im Fall 3. setzen wir c = c, + i ci ,  
wo c, denjenigen reellen Wert von c bedeutet, fur den der 
reelle Teil von +1 

-1 

verschwindet. Dann wissen wit aus 0 3, daB fiir ci SO der 
2 b  iinaginiire Teil des Integrals - ni wird, f i i r  ci > 1 (aB)-'ls I I a81 

aber gleich - ni.  Also muS ea aus Stetigkeitsgrunden 
(vgl. 3) eine Stelle cs > 0 geben, en welcher auch der 
imaginare Teil des Integrals (28) verschwindet. Die vier so 
charakterisierten Losungen vop (28) liefern also eine GroBe c 
n i t  positiv imaginiirem Bestandteil, also stabile Schwingungen. 

Der Fall '2. schlieBlich erfordert etwas ausfuhrlichere Rech- 
nungen. Bevor wir sie ausfuhren, bemerken wir, daS zu 2. auch 
zwei Losungstypen von (28) gehoren, die sich nicht in der Form 

2 b  
la I 

C1 

damtellen lassen. Wenn niimlich w (+ 1) = w (- 1) ist, so 
lantet eine Losung von (28) tp = w - w (+ 1);  in der Tat 
ist hier tp = 0 fur y = + 1 und y = - 1. Ferner kann es 
vorkommen, daB z. B. w' fur w = 21; (+ 1) unendlich wird. 
Denn ist auch 

U 

eine Losung von (8), die den Grenzbedingungen geniigt. Wir 
wollen hierauf nicht weiter eingehen, da dieser Fall im Teil I1 
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ausfuhrlicher diskutiert werden wird. Wesentlich ist sber 
noch zu bemerken, daI3 der Unterschied zwischen Fall 2. und 3. 
sehr groB ist und daI3 es z. B. in keiner Weise geniiyt, nach 
Rayleigh ein krummes Profil durch ein Polygon anzunahern. 

Zur Veranschaulichung dieses Unterschieds ist 
+1 

als Funktion von c qualitativ in Fig. 1 dargestellt, wo die 
ausgezogene Kurve dem krummen , die aestnchelten Kurven 

x m Stellen, an denen 
' mKnlok 

X k I X  X 

Fig. 1. 

dem aus linearen- Stiicken bestehen- 
den Profile entsprechen. Man sieht, 
da8 jeder Knick eine neue Wurzel 
% e  ( J )  = 0 verursacht, weil J im 
Punkte c = Wg,,l& beim geknickten 

1 Profil sich wie verhllt. Dies 
entspricht dem bekannten Ray leig h -  
schen Satz, daB es soviel Schwin- 
gungswurzeln wie Knicke gibt. Trotz- 
dem besitzt das krumme Profil kine 
Schwingungswurzel. - Nach dieser 
Bemerkung kehren wir zu unserer Be- 
hauptmg zuriick, daB die schwingungs- 
fahigen Profile im allgemeinen bei 
Beriicksichtigung der Reibung labil 
merden. 

Zum Beweise dieser Labilitat 
kehren wir zur Gleichung (25) und 
zu den genaueren Losungen im Sy- 
stem I1 zuriick. Da wir wissen, daB 
c bis auf GroBen der Ordnung (a R)-"* 
reel1 ist, konnen wir 

Fa (+ 1) ~i (+ 1) 
annehmen. Vernachlassigen wir ferner 
die Glieder der Ordnung (:R)-'/t in (25), 

so erhalten wir nach 1eicht.en Umformungen: 
+ 1  

-- . 1 -- d Y  1 s -a)e = go (- 1)[w (- 1) - c]' go(+ 1) [w (+ 1) - c]' 
- 1  
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Sotzen wir weiter c = c, + 8, wo c, die Kullstelle von J ,  6 eine 
kleine GroBe der Ordnung (a R)-’/* bedeutet. a nehmen wir 
tler Einfachheit halber positiv an, dann konnen wir auf der 
rechten Seite c durch co ersetzen und die linke in eine Tay - 
lorsche Reihe nach 6 entwickeln. So ergibt sich, wenn wir 
die Taylorsche Reihe mit dem 2. Gliede abbrechen, was wir 
ids hinreichende Naherung voraussetzen: 

d J  J ( 4  - J(co) + a- 
(e = G )  

und aus (25) wegen 
L_ 

J(co) = 0 ;  go = 1/ - i a R ( w  - c) 

(uber das Vorzeiohen vgl. 8. 585). . 
d J  1-- i  l + i  
d c  (c=q,) 

a- -1 /2aIC= +-  
[u(+ 1) - c o p  - [c, - w(-  1)p 

Hierans folgt wegen c, - w (- 1) > w (+ 1) - c, (c, soll niiher 
it11 w (+ 1) liegen!), daB der imsginare Teil von 8, also auch 
der \-on c und von /l dasselbe Vorzeichen hat, wie bo(c=6) 

d J  iind da8 Schwingungen, welche einem negativen Werte von dc 
mtsprechen, labikn Charakter tragen. Wenn also unser teil- 
weise lineares Profil noch die Eigenschaft hat, d a S x  < 0 

ist an der Stelle w = c,  so ist es lubil. Diese B e d i n g u n g x  < 0 
ist aber sehr haufig, z. B. immer dann erfullt, wenn der Punkt 
IU = c in der Niihe der einen Wand (z. B. y = + 1) liegt und 
cltrs Profil von der Stelle w = c bis zum Rand linear verlauft. 

Zusammenfassend folgern wir : 
Die Labilitat bzw. St&&at eims Profils kann be& allen 

lion urn &her betrachteten Profikn schon durch das Verhalten 
4 larselben bei reibungsloser Fliissigheoeit enkchieden werden. Profile, 
tlie im ktzteren Falk ungedampfter SchGqungen fahig sind, 
loerden bei Beriicksichtigung der Reaung unter bestimmten 
Voruussetzungen labil .  Die letzteren Profile miissen, wie oben 
gezeigt, ganz spezielle Eigenschaften haben, z. B. entweder 
teilweise &us linearen Stucken mammengesetzt sein, oder sie 
miissen einen Wendepunkt w” = 0 besitzen (vgl. oben). 

Diese Profile der Gattung 2. sind aber zugleich die einzigen, 
die noch ein physikalisches Interesse beanspruchen konnen. Denn 

d J  

d J  

d J  
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nnr sie besitzen ein Verhalten hinsichtlich h e r  Stabilitiit, 
das etwa den Vermutungen von Reynolds  entspricht. Wir 
werden im folgenden zeigen, daS diese Profile wirklich im 
sllgemeinen eine ,,kritische" Reynoldssche Zahl besitzen (mit 
Ausnahme der geknickten Profile). 

8 6. Die Beynoldemohe Zahl der Btabilitlitagrense; 
numericlohe Reohnnng am Parabelproffl. 

Wenn also ein Profil gegeben ist, das bei reibungsloser 
Fliissigkeit ungediimpfte Schwingungen zuliil3t und mit Reibung 
labil ist, so taucht die Frage auf: Welches ist der kleinste Wert 
der Reynoldsschen Zahl, f i i r  den Labilitiit eintritt 1 Um dime 
Frage zu beantworten, reichen die vereinfachten Gleichungen 
(25), (26) usw. nicht aus. Wir miissen zur Gleichung (23) und 
den Formen (11) und (14) f i i r  die Integral0 pl, p2, p3, p4 
zuriickkehren. Es ist aber natiirlich ganz unmoglich, allgemein 
f i i r  ein beliebiges Profil w die kritische Reynoldssche Zahl 
als Funktion von w und Integralen uber w darzustellen; w e r e  
Aufgabe sol1 es nur sein, den Weg anzugeben, auf dem man zur 
kritischen Geschwindigkeit gelangt und dann an einem spe- 
ziellen Beispiele die Rechnung durchzufiihren. 

Da in unseren letzten Rechnungen a und R nur in der 
Kombination a R vorgekommen sind (weil wir a2 als klein an- 
nahmen) , konnen diese Rechnungen auch bestenfalls nur einen 
kritischen Wert f i i r  a R, nicht aber fur R allein liefern. Wir 
miissen daher zunlchst das Verhslten der Wurzeln von (23) 
bei wachsendem a2 unterauchen. Von den Wurzeln von (23) 
interessieren hierbei nur die im Losungssystem 11, welche 
der Gleichung tp,, (+ 1) = 0 genugen. 

An Stelle von (28) miissen wir also die Gleichung 

diskutieren. Besteht das Profil. wie bei Rayle igh ,  aus 
linearen Stucken, so gibt es (vgl. S. 598) stets eine Wurzel von 
(28a) f i i r  jeden Knick und diese Wurzeln bleiben fi i r  jeden 
Wert von a2 bestehen. Das geknickte Profil liefert also loeinm 
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Maximalwert von a2 und kann daher auch niemals auf eine 
lcritische Reynoldssche Zahl fuhren.') 

Anders ist dies, wenn (vgl. S. 597) eine Losung von (28) 
Imv. (28a) mit reellem c deswegen moglich ist, weil entweder 
irgendwo im Profil w" = 0 ist oder weil w (+ 1) = w (- l),  
rp = w - 20 (+ 1) eine Losung von (28) darstellt. Diese letz- 
teren Losungstypen liefern namlich immer nur f i i r  einen ganz 
bestimmten Wert von a2 eine Losung von (%a). Fur u'"= 0 
ist c schon festgelegt dadurch, daS eben w = c sein sol1 fiir 
w" = 0; also definiert die Gleichung (28a) einen ganz be- 
sfimmhz Wert a2. Fiir den Fall w (+ 1) = w (- 1) aber gibt 
es offenbar nur fiir a2 = 0 eine Losung von (28a). 

Fur dime Art von Losungen der Gleichung (28) bzw. (28a) 
die im Limes R = 00 durch einen ganz bestimmten Wert von 
a* charakterisiert sind. werden wir erwarten, daB sich bei Beruck- 
Aichtigung der Reibung a auch nur um geringe Betrage von seinem 
,,bestimmten" Wert entfernen kann, das Auftreten eines Maxi- 
~ndwertes (und im Falle w"= 0 auch eines Minimdwertes) fur a 
ist bei diesen Profilen sehr verstandlich. AZle Schwingungen also, 
ihren Wellenlunge kkiner kt, als eine bestimmte kritische Wellen- 
lange, sind in sokhen Fallen fur alle Werte von a R gedampft. 

Nachdem eine obere Grenze fiir a2 gefunden ist, wird man 
ilie ungefahre GroBe fi i r  die untere Grenze von a R zu be- 
stimmen suchen. Eine einfache Untersuchung der Glei- 
chung (2!3) lehrt, daS wesentliche Veranderungen im imagi- 
niiren Teil von c erst eintreten, wenn der Exponent von e in 
tler Naherungsdarstellung (11) in v1 (+ l),  v2 (+ 1) auf Werte der 
GroSenordnung 1 gesunken ist. 1s t  dies aber der Fall, so 
haben wir den kritischen Wert, bei dem der imaginare Teil 
von c von negativen zu positiven Werten iibergeht, sehr bald 
cweicht, wie auch das Zahlenbeispiel zeigen wird. Nehmen 
wir an, daS w zwischen w = co (co = reeller Teil von c )  und 
71' (+ 1) wesentlich linear verlauft, so lautet daher die Be- 
tlingung fi i r  die ungefiihre GroBe von a R :  

1 (a It,'/* [tu (+ 1) - c,)"~ 
w ' (+  1) 

(29) 

1) Hierbei ist immer aoch vorausgeeetzt, deB R und a R groB und 
a < R aei. M6glicherweiSe treten f b h  kritische Reynolds ache W e n  
dam 8Uf, wenn diem Vorauasetzungen nicht mehr gelten. Die betreffen- 
den Reynold sachen Zahlen R dilrften aber dann bei 80 kleinen Werten 
Iiegen, daB sie physikalisch sicher keine Bedeutung haben. 
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oder 

Da w (+ 1) - c,, in den uns interessierenden Fallen klein sein 
wird, so kann man aus (29) vermutungsweise auf grol3e kritische 
Reynolds  ache Zahlen 6chKeBen. Zugleich bemerken wir hier, 
daS es fur einen bestimmten Wert von R stets nicht nur einen 
Maximalwert , sondern auch einen Minimalwert fur a der 
labilen Schwingungen geben wird. Dies folgt daraus, daB wir 
ja  einen Minimalwert von a R (nicht R) gefunden haben. 

Als numerisches Beispiel fiir unsere bisherigen allgemeinen 
Rechnungen wahlen wir das Parabelprofil, weil es physikalisch 
ibm interessantesten ist. Es gehort zur Klasse der ,,schwingungs- 
fiihigen Profile" vom Typus w (+ 1) = w (- 1). 

Wir wollen auch hier nur die ebene Bewegung betrachten, 
(1. h. nicht die Poiseu illesche Stromung in Rohren, sondem 
die Stromung, die zwischen zwei parallelen ruhenden Wanden 
(y = + 1, y = - 1) unter EinfluB eines konstanten Druck- 
gradienten herrscht. Wir setzen also 
(30) w = l  - 3 2 .  

Aus der Symmetrie von w und w - c laBt sich ableiten, 
tlaB p eine gerade Funktion von y sein muB.') Von den Lo- 
sungen der Gleichung (7a) greifen wir also zwei symmetrische 
partikulare Integrale heraus und suchen die Grenzbedingungen 
an der einen Wand, etwa y = - 1, zu befriedigen. Die an der 
anderen Wand Bind dann von selbst erfullt. Als das eine dieser 
symmetrischen Integrale kann offenbar einfach p3 genommen 
werden. Fur das andere wahlen wir: 

1) Zerlegt man p in einen in y geraden uncl einen ungeraden Ted, 
eo muB, wegen der Symmetrie von w - c und w ,  jeder Teil von p fiir sich 
der Differenthlgleichung (7 a) und den Grenzbedingungen geniigen. Fiir 
die allgemeine Stabilitiibuntersuchung dea Profils 1 - ye ist ea daher 
ausreichend, die beiden Falle ,,p gerade" und ,, ungerade" getrennt und 
nur dieae beiden FUle zu behandeln. Es ist aber leicht zu when, daB die 
Annahme symmetrischer Schwingungen, d. h. ,,p ungerade" zu keiner 
L6sung von (28) und daher nicht zu labilen Schwingungen fiihrt. Die 
Annrthme ,,p gerade" geniigt also zur Stabilitiiteuntersuchung. Diea 
is t  insofern bemerkenswert , ah hiernach alle symmetriechen Schwin- 
gungen stabil und nur unsgmmetrische Storungen labil sind. 



Gber Sfcbbilitat und Turbulenz om Fliissigkitsstronaen. 608 

(93). 

Wie aus (29a) hervorgeht, wird c bei unserem Profil in 
SLhe der kritischen Geschwindigkeit klein sein von der Ord- 
iiung (a B)-'/a, wir werden also in den folgenden Rechnungen 
Glieder von hoherer als erster Ordnung in c streichen. Ferner 
stellen wir fest, daS v2 (0) > rpl (0) sein wird, 80 daB sich in 
cler Umgebung von w = 0 und w = c die zweite symmetrische 
Punktion q~ einfach auf v1 (y) reduziert. Aus (16) geht dann 
liervor, daS wir zur Befriedigung der Grenzbedingungen fiir 
y = - 1 die beiden Integrale v3 und rpl - i y2 zur Verfugung 
liaben. Gleichung (25) geht damit uber in 

(31)  I I:. ;; 91 (- (- 1) 1) - - i i v 2  (- (- 1) 1) / = o .  
In vs ist hierbei ah untere Grenze fiir die auftretenden Inte- 
grde  immer y = 0 zu nehmen, um die Symmetrie von rp3 zu 
gewahrleisten. In va werden wir ferner nur bis zu GroBen der 
Ordnung a4 entwickeln und bei der Entwicklung nach (a B)-I 
init den Gliedern der Ordnung (a R)-1 abbrechen. Wir schreiben 
nun (51) in der Form 

I 

3etzt man (11) und (14) ein, so ergibt sich 
' - 1  

2 J v -  iaB(w - c)dy 

Yo 
e - i  

I)& c sehr klein wird, nehmen wir in erster Naherung w von o 
bis c als linear an: w - 2 (y + 1). Dann wird 

(34) 
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1,  1 '  Setzen wir L = 3 c '' ( 2 c ~ R )  '*, so entsteht aus (83) 

- 1  

s d y ( w  - P ) ~  + . . . 
. - (I + i )  z + i  3z(1+4 ~ - -  9 a ' o  

e - ( l + i ) z  - i 'L + -  _ -  
- 2  1 + n y  ... 

Diese Gleichung ist zu (26) vollig analog. Uns interessiert vor 
allem der Grenzwert R bzw. z, bei dem die labilen Schwin- 
gungen sich in stabile verwandeln, also der imaginlire Teil 
von c gerade Null ist. Dieser Grenzwert z wird natiirlich noch 
von a abhangen. Wir nehmen also jetzt c als reell an und er- 
halten dadurch den Grenzwert von z bzw. R als Funktion 
ron a. Den Minimalwert von R auf dieser R (a)-Kurve wird 
man als charakterist,ische Reynoldssche Zahl fur das Parabel- 

profil aneprechen. Die Durch- 
rechnung zeigt nun, daI3 man 
durch die Form (85) der Stabili- 
tatsgleichung nur den oberen 
Teil der Kurve R = R (a) (in 
der Fig. 2 ausgezogen) erhalt - 
was ja nech den Betrachtungen 
von 9 6 eu erwarten war, daI3 
man aber den unteren Teil der 
Kurve R = R (a) nur berechnen 

a x  (V 42 43 a4 45 kann, wenn man fur ql, qz 
andere Niiherungen [vgl. (19a)l 
als die asymptotischen For- 

meln (11) verwendet. Die kritische Reynoldssche Zahl be- 
zeichnet eben gerade das Gebiet, in welchem die asym- 
ptotischen Formeln ihre Giiltigkeit verlieren. De dieser Um- 
stand zu sehr komplizierten numerischen Rechnungen fiihren 
wiirde und wir (vgl. 0 7) allgemein der hier charakteri- 
sierten Art von Labilitat keine wesentliche physikalische Be- 
deutung beimessen konnen, haben wir zur Berechnung des 
unteren Teiles (in Fig. 1 gestrichelt) der Kurve R = R (a) 
rohe Schatzungen benutzt, die keinen Anspruch darauf machen 
lionnen, quantitative Ergebnisse zu liefern. Das qualitative 
Verhalten der Kurve wird aber wohl richtig wiedergegeben. 
Wir entnehmen also aus der Fig. 2: 

:I,,,*, ( , 
La bilitat I20 :, 

--_. BP .* 

'., - --___ ___.-* ' --__ -- --- -- k *- - 
*20 

Fig. 2. 
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1. Es gibt sowohl einen Maximalwert von a, wie einen 
3Iinimalwert von R, nach deren Uber- bzw. Unterachreitung 
die Labilitlit aufhort. 

2. Fur einen bestimmten Wert von R existiert sowohl ein 
Maximal- wie auch ein Minimalwert von a; innerhalb dieaer 
Werte herracht L&litdit, auSerhalb Stabilittit. 

3. Der Maximalwert von a liegt etwa bei a = 0,7 (a2 = a). 
1)er Minimalwert von R bei GroSen der Ordnung 10’. Eine 
einigermaSen genaue Berechnung diesea Minimalwertes aus der 
Yigur ist nicht .moglich. 

8 7. P h y r W o h e  Dirkurnion der Resultate dw Teller L 

Fassen wir noch einmal ausfiihrlich alle Ergebnisse eu- 
sammen, die wir fur das Stabilitiitsproblem gefunden haben. 
In erster Linie hat sich im Verlaufe der Rechnung gezeigt, 
daS man allgemein die Frage nach der Stabilitat eines Profils 
1)ei reibender Fliiseigkeit entscheiden kann, wenn man, wie 
Lord Rayleigh, den Grenzfall reibungsloser Fliissigkeit 
(Gleichung 8) behandelt. Profile, die dann, d. h. f i i r  R = 03 

labil sind, bleiben dies auch fur hinreichend groSe endliche 
Werte von R ( 5  4) - wie dies wohl von vornherein zu er- 
warten war. Ebenso erweisen sich Profile, die im reibungs- 
losen Falle keiner Schwingungen fiihig sind, als stabil ( 5  4) und 
Profile, die bei der Unterauchung durch Gleichung (8) ungediimpfte 
Schwingungen zdassen, im allgemeinen ale Zabil ( 5  6). Dieaer 
letztere Fall ist offenbar der einzige, der physikalisch gegeniiber 
tler reibungalosen Hydrodynamik etwaa Neues bedeutet. Wir 
iiiiiesen aber hervorheben, daf3 er, entgegen dem, was man aua 
Rayleighs Arbeiten zunachst achlief3en mochte, einen Aus- 
d m e f a l l  darstellt. Wenn man von den Moglichkeiten w (+ 1) 
= w (- l), wlgand = 03 (8 5 )  absieht, so ist es fiir das Ein- 
treten dieses Ausnahmefalls notwendige Bedingung, daD irgendwo 
in der 3luesigkeit w” = 0 ist. Die von Rayleigh eingefiihrten 
geknickten, aus linearen Stiicken beatehenden Profile gehoren 
ou diesen Ausnahmeprofilen ; hieraus ist aber nur zu schlieBen, 
daf3 eben gekriimmte Profile zum Zwecke der Stabilitlitsunter- 
mchung nicht nach R a yleigh durch Polygone angenahert 
werden diirfen (S. 598). Auch fi i r  iiberall gekriimmte Profile 
(20’’ + 0) findet man allerdinga (5 6) bei Beniitzung der Diffe- 
rentialgleichungen mit Reibungagliedern eventuell Schwin- 
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gungen, die fur jeden Wert von a R gedampft sind, bei denen 
aber im Limes R = 00 der Betrag der Dampfung wie (a R)-'': 
gegen Null geht; man hat also auch hier fur R = 00 un- 
gedampfte Schwingungen. Diese Schwingungawurzeln gehen 
aber verben, wenn man die vereinfachte Differentialgleichung (8) 
ohne Reibungaglieder zugrunde legt. hiofern liegt also auch 
hier keine Ausnahme der Regel vor, nach welcher dann, 
wenn die reibungslose Gleichung (8)  ungedampfte Schwingungen 
zulaBt, die Beruckaichtigung der Reibung eine Anfachung er- 
gibt. Die Moglichkeit ungedampfter Schwingungen fur die 
Gleichung (8) muB aber, wie oben gesagt, als Ausnahmefall 
betraohtet werden. Das Parabelprofil gehort zu dieaen Aus- 
nahmeprofilen (0 6). Fragen wir bei den ,,labilen Profilen" 
weiter nach dem Wertebereich fur R, innerhalb dessen Labilitat 
stattfindet, so zeigt sich, daI3 auf ,,lcrdtische Re ynoldssche 
Zahlen" auch im dlgemednen nur Profile der letzten Iilasse 
fiihren kiinnen, d. h. nur solche, die ohm Reibung ungedampfte 
Schzoingungen zulassen. Von diesen lieferten aber die Rayleigh-  
schen ,,geknickten Profile" dennoch kedne (vgl. auch S .  601, 
Anm. 1) kritische Reynoldssche Zahl. Bei dieaen gibt es nam- 
lich wohl einen Minimalwert von a R, nicht aber einen 
Maximalwert von a, also auch keinen Minimalwert von R fur 
die Labilitat (8 6). NUT dkjenigen Profile der Zetzen Klasse, 
bed denen im reibungslosen Falle nur ein bestimmter Wert von a 
auf ungedampfte SchzOingungen fiihrt ( z .  B. die Typen w" = 0 
fur w = c), w (+ 1) = w (- l), ergeben einen Maximalwert von 
a und einen Minimalwert von a R,  also auch einen Minimalwert 
fur R. Fiir einen bestimmten Wert von R gibt es daher bei 
diesen Profilen sowohl einen Maximal- wie einen Minimalwert 
von a fur die labilen Schwingungen. Alle diese Resultate sind 
in Ubereinstimmung nit den bisherigen Stabilitiitsunter- 
suchungen hydrodynamischer Profile.1) 

Es fragt sich jetzt, wie si h experimentell diem mathe- 
matiechen Resultate aul3ern werden. Es eracheint verwunder- 
lich, daB sich empirisch die stabilen (2. B. das Couettesche2) 

1) Vgl. die in der Einleitung zitierten Arbeiten. 
2) Vgl. jedoch hienu die intereclaenten StabilitBtauntersuchungen der 

Couetteachen Bewegung gegen dreidimenaionale SMrungen. G. J. 
Taylor, Stability of, a Viscoue liquid contained between two rotating 
cylindem. Phil. Trensact. of the Royal Society London 228. S. 289--343. 
1922. 
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und die labilen (z. B. das Poiseuillesche) Profile ganz 
gleich verhalten. Oberhalb einer beetimmten Reynolds- 
schen Zahl tritt bei hinreichenden Storungen Turbulenz 
ein; macht man die Storungen moglichst klein, so lLBt 
sich das Laminarprofil bei beliebig hohen Reynoldsschen 
Zahlen erhalten. Besonders die letztere Tatsache, die von 
E k m a n  (a. a. 0.) am Parabelprofil gepruft worden ist, scheint 
bei den labilen Profilen im Widerspruch zur Theorie zu stehen. 
Es ist aber leicht zu erkennen, daB dieser Widerspruch nur 
scheinbar ist.1) J e  kleiner namlich die BuBeren Storungen sind, 
nm so langer dauert es (besonders bei hohen Reynoldsschen 
Zahlen, da die Anfachung von der Ordnung (a R)-',t ist (vgl. 
0 5 ) ,  bis sie die Bewegung merklich beeinflussen; bei der 
Stromung in Rohren wird man also diesen Zeitpunkt immer 
so weit hinausschieben konnen, daB die betreffende Fliissigkeits- 
menge, um deren Stabilitat es sich handelt, das Rohr schon 
wieder verlassen hat, wenn ihre Labilitat in Erscheinung tritt. 
3)ie von uns berechnete Reynoldssche Zahl konnte also nur 
an in sich geschlossenen Rohren gepriift werden, bei denen 
immer dieselbe Fliissigkeitsmenge stromt.2) Die Versuche von 
Schiller (a. a. 0.) andererseits, durch die gezeigt wird, daB 
es unterhalb einer bestimmten Reynoldsschen Zahl nur 
Laminarbewegung gib t , konnen durch S tabilitiitsunt ersuchungen 
itberhaupt nicht erfal3t werden, da man hier gar nicht ale ur- 
spriingliche Bewegung die laminare hat, sondern da es sich 
nur um die Existenz oder Nichtexistenz einer turbulenten 
liewegungsform dabei handelt. Jedenfalls ist aus allen diesen 
Betrachtungen nur zu schlieBen, daB sich durch Stabilitiits- 
betrachtungen allein das Turbulenzproblem eben durchaus 
nicht losen liiBt. 

Immerhin konnen uns die vorhergehenden Untersuchungen 
auch f i i r  das eigentliche Ziel, die Berechnung der turbulenten 

1) Auf diem Mtjglichkeit, die Ekmanechen Versuche ale eine Art 
Anlaufeffekt aufzufassen, hat mich Hr. P r o f m r  Prandtl hingewiesen, 
dem ich hierfiir nnd fiir viele andere wertvolle Hinweise an dieser Stelle 
den herzlichsten Denk aussprechen mkhte. 

2) Vielleicht sind aber die Storungen der Stabilititt, die Ruckes 
a. a. 0. bei ziemlich kleinen Reynoldsschen Zahlen beobachtet, durch 
die Labilitiit nach 9 7 hervorgerufen. Diea w6re dann aehr wohl denkbar, 
wenn die kritische Reynoldssche Zahl nach 97 unter derjenigen liegt, 
h i  welcher zum ersten Male Turbulenz (vgl. Teil 11) m6glich ist. 
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Bewegung, wesentliche qualitative Ergebnisse liefern. Wenn 
wir niimlich die turbulente Bewegung auffassen ale eine be- 
stimmte Grundstromung mit uberlagerten uiagedanipften Schwin- 
gungen, so konnen wir aus unseren Rechnungen schlieBen, 
daB der Minimalwert R, fi ir  den dieser Bewegungstypus mog- 
lich ist, wahrscheinlich ebenfalls bei Werten der GroBen- 
ordnung lo3 liegt; dal3 die Wellenliinge der ungedampften 
Schwingungen bei 2n h / 2 ,  namlich a bei Werten der Ordnung 1 
liegt und daB a fi ir  ein gegebenes R mischen bestimmte, 
eventuell sehr enge Grenzen eingeschlossen ist ; daB ferner 
dime Schwingungen, wie aus der Kleinheit von w (+ 1) - c 
zu schliel3en ist, den Charakter einer Wandstorung haben. 
Diese qualitativen Ergebnisse sind von der speziellen Form 
der Grundstromung ganz unabhiingig. Uber solche qualitativen 
Anhaltspunkte hinaus aber liefern die bisherigen Rechnungen 
nichts, was uns der eigentlichen Losung des Turbulenzproblems 
niiherbriichte. 

11. Teil: Die tmrbulente Bewegung. 
g 1. Formulierung den mathematinohen Problem. 

Diejenige Reynoldssche Zahl, die man fur gewohnlich als 
die ,,kritische" bezeichnet, die z. B. in den Vemuchen von 
Schi l le r  gemessen wird und die den Eintritt der Turbulenz 
bei hinreichend groI3en Storungen angibt, hat mit Stabilitats- 
fragen und mit der Laminarstromung nichts zu tun; sie ist 
durchaus eine charakteristische Konstante der turbulenten Be- 
wegung. Ebenso laasen das. Blasiussche Widerstandsgesetz 
und die aus ihm abgeleitete bekannte Folgerung, daB die 
turbulente Geschwindigkeit in der Niihe einer Wand mit der 

ten Potenz der Wandentfernung anwachst, deutlich erkennen, 
daB die sogenannte ,,turbulente" Bewegung ihre eigenen wohl 
definierten GesetzmiiBigkeiten hat und daB sie eine zweite 
mogliche Bewegungsform der reibenden Fliissigkeiten darstellt. 
Zur Losung des Turbulenzproblems kann man abo nur ver- 
suchen die turbulente Bewegung ihrer Undefiniertheit zu ent- 
kleiden und sie soweit zu idealisieren, bis sie der mathematischen 
Analyse durch die S tokesschen Gleichungen zugiinglich wird. 

Das ,,Turbulenzproblem " der Hydrodynamik ist ein 
Problem der energetischen, nicht der dynamischen StabiliWt. 
Es gibt zwei verschiedene Bewegungsformen der reibenden 



Fliiasigkeit, von denen jede einen bestimmten Wertebereich der 
R eynoldsschen Zahl beaitzt, innerhalb dessen sie moglich 
ist. Die Laminarstromung ist moglich von R = 0 bis R = 03, 
wird aber unter Umstanden oberhalb einea bestimmten Wertes 
von R dynamisch Iabil. Die turbulente Bewegung dagegen 
esistiert erst oberhalb einea beatimmten kritischen Wertea von 
If, ist d a m  aber immer') energetisch stabiler ala die Laminar- 
bewegung. In demjenigen Bereich von R, in welchem beide 
Bewegungaformen moglich sind, kann man deher stets die 
Fliiasigkeit aus dem lamineren Zustand durch hinreichend 
groSe Stomgen, in den turbulenten Zustand ,,herunterfallen" 
lassen. 

Urn die turbulente Bewegung naherungsweise mathe- 
nletisch behandeln zu konnen, famen wir wieder die Stromung 
zwischen zwei parallelen Wanden ins Auge und machen zu- 
nlchst folgende Annahmen2): Die Stromung soll a) um die 
X--Achse symmetrisch, die begrenzenden Wande in Ruhe sein ; 
sie soll b) periodisch in der X-Richtung mit der Periode 
2nla3) und c) periodisch in der Zeit mit der Periode 27r/t!? sein. 
d )  Alle Storungim sollen sich mit der Geschwindigkeit pla 
rdativ zur X-Achse fortpflanzen, d. h. wenn wir die Bewegung 
in eine Fourierreihe entwickeln, so sollen in den Exponenten 
von e nur Vielfache von i (/3 t - a 2) ~orkommen.~) 

Die Fourierentwicklung der Stromfunktion soll also lauten : 

Die mathematische Aufgabe 
n~ittelung der (nach a) ungeraden 

1) Vgl. F. Noether ,  a. a. 0. 
- 

besteht dann in der Er- 
Funktionen v,,, vl, v2.. . 

2) Auch dieser Aneatz, der eine einfache Verallgemeinerung des 
Sommerf  eldschen StsbilitBtecLnsatzee darstellt, wurde zur Untersuchung 
der turbulenten Bewegung selbat von F. Noether :  Zur Theorie der 
Turbulenz, Jahresber. d. deutech. Math. Vereina 28. S. 138. 1914 ohne 
v. eitergehende Folgerungen angegeben. 

3) Zur Annalune einea beatimmten a berechtigt uns daa Ergebnie 
von Teil I, daS a zwischen bestimmte Grenzen eingeechlowen ist, die 
iilebesondere in der Nhhe des Minimalwertea von R sehr eng sind. 

4) Wir brauchen nicht hervorzuheben, deB die wirltlichen Be- 
uegungsvorgLnge zweifellos vie1 komplizierter sind; trotzdem kann man 
wohl erwarten, dsS dime Aneatze qualitative Aussagen Uber die Tur- 
bulenz geatatten. 

Annalen der Physlk. IV. Folge. 74. 41 
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(ql, i j z .  . . lconjugiert zu vl, va). Der Grad der Konvergenz 
der Reihe (36) ist zuniichst vollig unbekannt, die Konvergenz- 
frage kaM erst ent,schieden werden nach der Berechnung 
von yo,  v1 . . . Wollen wir die Genauigkeit bis zur nt*" 
Naherung treiben, d. h. wollen wir v0 . . . v,, berechnen, so be- 
kommen wir offenbar (n + 1) simultane Differentialgleichungen 
fur die (n + 1) unbekannten Funktionen q,, . . . vn. Im folgen- 
den werden wir teils der ersten, teils der zweiten Naherung be- 
durfen. Wir gehen also mit dem Ansatz (36) in Gleichung (4) 
ein, vergleichen beiderseite die Koeffizienten der periodischen 
Funktionen und brechen mit dem Gliede ea iVL-= )  und daher 
mit cp2, T~ ab. Fur v,,' schreiben wir (wie in (6) fur a') IC. 

So entetehen drei simultane Differentialgleichungen (die gleich- 
zeitig entstehenden konjugierten Gleichungen brauchen wir 
nicht hinzuschreiben) : 

Ton diesen Oleichungen laBt sich die erste zweimal integrieren 
und liefert: 

i 
(37a) ~ l ' F 1 -  cPl'y1+ 2('Pzya'- #a'yJ=-(m'-C-C1 a R  Y)* 

c! und C, bedeuten willkiirliche Integrationskonstenten. 

Da die linke Seite von (37a) und w nach Forderung (a) 
ungerade in y sind, so muB in unserem Felle C verschwinden. 

Gehen wir von der zweiten auf die erste Niiherung zuruck, 
so reduziert sich unser Gleichungssystem auf zwei simult,ane 
Differentirtlgleichungen fur IU und yl: 
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Ihschaltungsweise wollen wir uns jetzt uberlegen, was an 
Stelle von (38) tritt, wenn wir nicht eine um die X-Achse 
symmetrische Stromung (Forderung a), d. h. die Stromung 
einer Fliissigkeit unter Druckgefalle zwischen zwei ruhenden 
Wanden, sondern eine um die X- Achse antisymmetrische 
Stromung (d. h. Stromung zwischen zwei relativ zueinander 
tmwegten Wiinden ohne Druckgefiille wie beim Coue t t eschen 
Fall) betrachten. Forderung (b)  und (c )  sollen bestehen bleiben. 
Iler Ansatz (36) wird d a m  nicht mehr genugen, da ql, 
q2 usw. bei beliebigem /?/a keine geraden Funktionen mehr 
sind; wir miissen, um das ganze Stromungsbild ungerade zu 
crhalten, auch noch die symmetrischen Schwingungen der 
Form ei(-flr-a+) in den Ansatz fur y aufnehmen d. h. 9 muB 
1)eginnen mit den Gliedern 

ffo + spl (y) ei V t  - a*) + y1 (- y e-iur + az) + e - i(8t - az) + . . . 
Das hat zur Folge, daB in y schlieBlich alle Glieder der Form 
~, i (n gt - na z) auftreten (Wegfallen der Forderung (d ) ) .  

An Stelle von (38) ergibt sich: 
- - 
T1 (Y) 'p10' - Tl cv)' Y10 + Y1(- Y) Y1(- Y)' 

i -- - Yl(-Y)'Cpl(--Y)-~ (w' - C), 

- 1n" y1 = - (el - 2 a* yl" 

+ +71). 

i 1111 (Q L I t -  u%p1)(uI - p) a R  

(39) [ 
Die beiden Gleichungen des Systems (38) bzw. (39) haben eine 
einfache anschauliche Bedeutung. 

Die meite Gleichung iet nichts anderes, als unsere friihere 
,,Stabilitiitsgleichung" (7), welohe die Amplitude der einer Grund- 
dromung w iiberlagerten Schwingung bestimmt und die Grund- 
lage fur w e r e  Untersnchungen im Teil I bildete. Die erate 

41 * 
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Gleichung aber stellt den Impulssatz dar. Die linke Seite 
dieser Gleichung gibt niimlich im wesentlichen den durch die 
turbulente Wirbelung im Mittel ubertragenen Impuls an'), das 
Glied mit 20' rechts stellt die laminare Impukibertragung dar, 
die Konstante C bzw. C ,  y ist die ,,Konstante" des Impuls- 
satzes. 

An den Wiinden ist wegen der Grenzbedingungen ql=y;=O. 
Also ist dort w'= C bzw. = C,  ywand; an den Wanden uber- 
wviegt also der laminare Impulstransport den turbulenten, 
.to'w.,d wird im allgemeinen sehr groB sein (vgl. den niichsten 
Paragraphen). In der Kanalmitte aber, d. h. im ganzen Kana1 
auSerhalb der unmittelbaren Wandniihe, ist w' von der GroBen- 
ordnung 1, also sehr klein gegen C bzw. C,  y. Hier wird daher 
der turbulente Impulstransport den laminaren vollig uber- 
wiegen. 

Der Bauart der Systeme (98) und (99) entspricht 88, daS 
wir eine triviale Losung derselben aofort angeben konnen, 
niimlich 

d. h. wir kommen so zur Laminarbewegung zuriick. 
Unaer Ziel muB es jetzt sein, uber die nichttrivialen 

Losungen von (98) und (99) bestimmte Resultate zu erhalten. 

q, = 0, W' = C bzw. W' = C,  y , 

0 2. Die turbulente Bewegung in Wandniihe and drm 
WideratanhgeimtP. 

Das wichtigste Ergebnis uber das Verhalten von w in un- 
mittelbarer Niihe der Wiinde ist das von v. KhrmBn (a. a. 0.) 
durch Dimensionsbetrachtungen aus dem Blasiusschen Wider- 
standsgesetz abgeleitete Gesetz, daS w in der Niihe einer 
Wand wie q"' anwiichst (wenn q die Entfemung von der Wand 
darstellt). Wir wiederholen kurz den Karmtinschen Ge- 
dankengang, da wir uns dadurch allgemein daruber orien- 

1) Wir meinen hier den mittleren Impuls in der X-Richtung, der 
bei unserem Problem in der Y-Richtung tibertragen wird. Der Impule 
in der X-Richtnng iet im weaentlichen gleich u, die Ceechwindigkeit dea 
den Impula tragenden Teilchens in der Y-Richtung iet u, ale0 der in der 
Zeiteinheit tibertragene Impula u * v ,  im Mittel G, waa im Fdle (36) 
ergibt: 

u - u  = - i a (cpl pl' - (p:pl). 
- 



tieren konnen, was wir - auch ohm das Blasiussche Geeetz 
zu kennen - fur das Verhalten von w in Wandniihe zu er- 
warten haben. 

Die an einer Wand angreifende Schubspannung z (d. h. also 
der Widerstand) muS sich, wie am Dimensionsbetrechtungen 
leicht zu ersehen ist, darstellen lassen in der Form: 

wo x eine bestimmte dirnensionslose Konstante bedeutet. 
Wenn wir speziell ein Potenzgesetz annehmen, so ist 

Aus (40) folgt umgekehrt: 
1 

Aus (40) folgt umgekehrt: 
1 

Die Geschwindigkeitsverteilung in Wandnahe mu6 sich dann 
durch eine Gleichung der Form darstellen: 

(w ist hier wieder [vgl. (1) und (S)] dimemionslos gewiihlt und 
enthalt daher U im Nenner, 17 bedeutet den Abstand von der 
Wand). 

Nehmen wir wieder in 1. Naherung ein Potenzgesetz an 
((I sei eine dimensionslose Konstante) : 

Fordert man jetzt, daS die Geschwindigkeiteverteilung in un- 
mittelbarer Niihe der Wand nur von 7,  p, e, nicht aber von h 
abhangen 8011, was physikalisch sehr plausibel ist, so folgt: 

Fiir 6 =+, wie es dem Blesiusschen Qesetze entspricht, 
ergibt sich also E = 3.. 

Um uns uber die physikalische Bedeutung dieses Resul- 
tats klar zu werden, bemerken wir: w -17'1' bedeutet, daB 
w' = d w l d q  am Rande unendlich ist, daI3 also w sioh un- 
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endlich an die Wand anschmiegt. Kun ist es aber klar, daS 
in Wirklichkeit w' an der Wand nicht unendlich sein kann, 
denn w' bedeutet ja gerade im wesentlichen die Schub- 
spamung an der Wand und ist daher nach (40) bis auf einen 
von R unabhiingigen Zahlenfaktor gleich Re zu setzen. 

w' an der Wand ist also bei den uns interessierenden groBen 
Werten von R sehr groB. Die Geschwindigkeitsverteilung 
tu -7'/i wird ihrer Ableitung entsprechend nur im Grenz- 
fall unendlich grol3en Wandabstandes oder reibungsloser 
Flussigkeit ( R  = 00) in Strenge gultig sein. Noch einfacher 
laBt eich dieser Sachverhalt uberblicken, wenn wir das ge- 
fundene Gesetz w - r j ' I 7  in der Form schreiben 7 - w7. Aus 
der Tatsache endlicher Schubspannung wissen wir, daS das 
erste Glied der Potenzentwicklung 7 (w) von der Form y1 w 
sein muB. Dieses Glied ist aber sehr klein, namlich im wesent- 
lichen gleich dem redproken Werte von to' ,  also von der 
Ordnung R - E  (vgl. 42). 

Die Meinung des abgeleiteten Gesetzes w - 7 ' 7  ist also 
offenbar die, daB die Reihenentwicklung von r j  (w) anfangen 
sol1 mit den Gliedern 

wo y1 auBerordentlich klein ist, und da13 daher das erste Glied 
y1 w fiir einigermasen grol3e Werte von w gegen das meite 
7, w7 gestrichen werden kann. 

Nach den vorhergehenden Darlegungen erwarten wir un- 
abhiingig yon der Giiltigkeit des +-Gesetzes f i i r  das Aus- 
sehen der Grundstromung der turbulenten Bewegung in der 
Mitte kleine Krummungen, in Wandnahe Anschmiegen der 
Grundstromung an die Wiinde. 

Fiir ein solches Profil gelten die Untersuchungen des 
Teiles I nicht unmittelbar, denn wir haben dort w', w" usw. 
als endlich vorausgesetzt. Doch lassen sich diese Unter- 
suchungen leicht auf solche Profile wie das hier vorkommende 
verallgemeinern (vgl. 0 5, S. 697). Insbesondere wird die Lo- 
sung der reduzierten Gleichung (8) (also lim R = co) mit 
Befriedigung der Grenzbedingungen hier besonders einfach ; 
das soeben charakterisierte Profil gehort nach 9 5,  S. 697 zu 
den ,,schwingungsfiihigen", es existiert eine Losung von (28) 
mit reellem c ;  dies ist auBerordentlich wichtig, zeigt es doch, 

(42) W'hlnd N R.'. 

(43) 7 = y12u + y7 w7 +. . . 
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deB die ,,turbulenten Profile" immer ,,labil" sind nach Q 5, 
oder anders ausgedruckt, dafi gerade die Abweichung (42) vom 
laminaren Widerstandsgesetz die Moglichkeit eines Jabilen" 
Profils, also der Turbulenz gibt. 

Die Losung von (28) heifit fur a=O 
Y 

(P = [m - I.(+ 1)lJ [ w - : y + i j F  - 
-1 

(44) 

DeB v fiir y = - 1 Null wird, heben wir durch Wahl der 
unteren Grenze des Integrals erreioht; daB es aber auch fur 
y = + 1 Null wird, wegen der Wahl c = w (+ 1) ist leicht 
zu sehen aus folgender Umformung: 

W 

Uaa Integral der rechten Seite wird niimlich im Punkte 
w =; w (+ 1) von niedrigerer Ordnung unendlich ale 20--20(+1), 
da w' dort (im Limes R = 03) unendlich wird. Also ist q1 = 0 
fiir y = + 1. Durch (44) haben wir ini.Limes reibungsloser 
Flussigkeit die Amplitude der turbulenten Schwingungen dar- 
gestellt und aus den Grenzbedingungen den Wert fur p / a ,  
namlich B/a = w (+ 1) abgeleitet. Es ist aber selbstverstand- 
lich, daB auch die zu (44) symmetrische Losung 

1 

(44 a) 

den Grenzbedingungen genugt ; also gilt hier c = w (- 1). 
Bei der Couetteschen Anordnung schlieBen wir daher auB 
(44) und (44e), daS zwei zueinander symmetrische Schwingunga- 
syteme existieren, deren Wellengeschwindigkeit bzw. mit den 
Geschwindigkeiten der beiden Wiinde (w (+ 1) und 20 (- 1)) 
u bereinstimmen. 

Fiir die symmetrische Stromung zwischen zwei ruhenaen 
Wanden dagegen ist w (+ 1) = w (- 1) = 0. Aus (44). und 
(44a) schliei3en wir dann, da13 jedes Integral der Form 

den Grenzbedingungen genugt. Aus der Forderung (a), daS 
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p ungerade sein SOU, ergibt sich aber, daS wir als untere 
Grenze des Int,egrals SF y = 0 wahlen miiasen; also dY 

(44 b) 

Im Falle symmetrischer Stromung gilt also insbesondere 
fur  81.: 

B w ( +  1) = w(- 1) = - I: 0.  (44 4 
Von der turbulenten Grundstromung interessiert uns ZU- 

nschst am meisten die Art der Singularitiit dereelben an den 
Wiinden, also wenn wir annehmen w - 78 , der Exponent E. Wir 
wollen zu zeigen versuchen, daS aus den Differentialgleichugen 
(58) bzw. (89) im Limes R = 00 wenigatens in unlnittelbarer 
Wandnhhe tatsiichlich ein solches Potenzgesetz mit dem 
Exponenten E = + folgt. Dabei iet allerdings der Konvergenz- 
bereich der benutzten Potenzreihen nicht sicher gestellt, so 
daS die Schliisse, soweit sie auf die Gestalt des Profils in 
einigem Abstand von der Wand angewendet werden, unsicher 
sind. Wir entwickeln v1 und w in der Umgebung von 7 = 0 
nach ganzen und positiven Potenzen von 7 - dies ist mog- 
lich fiir jedes endliche - und dann umgekehrt r ]  nach ganzen 
Potenzen von w. So wcrden wir direkt zu der Formel (45) 
fur r ]  (w) gefuhrt. 

Wir behaupten - und dies ist das michtigste Resultat, 
das wir spater brauchen -p1 laSt sich in 1. Naherung darstellen 
dnrch eine Reihe der Form 

v 1 =  % T 2  + a5 .p + a, rle + - - - 9  

wo 4, a,. . . reelle, a6, all.. . rein imaginare Konstanten sind; 
ferner ist w von der Form: 

(45) '10 = 817 + 8, 717+ * * * 

Diese Behauptung l8Bt sich fiir die Differentialgleichugen (38) 
direkt durch Ansatz von v und 20 mit unbestimmten Koeffi- 
aienten beweisen, wenn die Glieder q, al, $, as und Po, /ill 
gegeben sind. Suchen wir also vorerst diese Glieder zu be- 
etimmen. ZunBchst mu13 q+ und p i  fur r] = 0 wegen der 
Grenzbedingungen Null sein, also fangt die Reihe f i i r  ,pl mit 
a, q2 an (a,, = a1 = 0). DaS ferner das folgende Glierf as 7,+ 
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wegfiillt, d. h. sehr klein wird gegen die ubrigen Glieder, konnen 
wir nachtriigiich verifiieren. Einschaltungsweise wollen wir 
hier zu diesem Zwecke durch einmalige niiherungsweise Inte- 
gration der meiten Gleichung (58) beweisen, da8 as von der 
GroSenordnung a R wird. Fiir a2 = 0 laut.et Gleichung (38) 

woraus folgt, : 

(&' (.. - 4) - Cpl w' = - i y + A . a R  

Die Konstante A ist hierin von derselben GroBenordnung, 
wie die linke Seite von (46) in der Mitte des Kanals, also 
hochstens von der GroBenordnung 1 (vgl. I, 5 2). qi" am 
Rande ist daher wegen der Grenzbedingungen von der Ord- 
nung a R. 

Nehmen wir also einstweilen u3 als klein an und suchen 
dies spater zu rechtfertigen. Von den Konstanten Is,, p1 ist 
die erste Do wegen Forderung (a) 5 1 gleich Null. 

Die Konstanten a, und p1 aind nrniichst willkiirlichl) und 
wir haben auch keine Moglichkeit, sie aus der Losung der 
Differentialgleichungen (58) und (39) in Wandniihe abzuleiten. 
Diese Moglichkeit besthnde erst, wenn es uns geliinge, die 
Loeung (46) analytisch bis zur anderen Wand fortzusetzen. 
Diese Aufgabe jedoch ist mathematisch auflerordentlich kompli- 
ziert, schon deswegen, weil, wie sich zeigen wird, die ver- 
einfachten Gleichungen (38), (39) nicht ausreichen, um q1 und 
IU in der Mitte des Kanals zu bestimmen, Obwohl wir dem- 
nach auf die Losung dieser Aufgabe verzichten miissen, konnen 
wir doch erwarten, daB wir durch die bloRe Entwicklung von 
ipl und w in der Niihe einer Wand nit  unbestimmten Koeffi- 
zienten %, B1 doch diejenigen qualitativen Eigenschaften von 

und q1 in Wandnahe erhalten konnen, die erfahrungsgemii5 
ganz unabhiingig sind von dem Verhalten der Fliissigkeit in 
der Kanalmitte wie z. B. das Gesetz w - q'il. 

Dasselbe gilt f i i r  a3. 

1) Wir wollen a, als reell annehmen; dim bedeutet keine Be- 
schr&nkung der Allgemeinheit, denn p1 ist nur bia auf einen Fegtor der 
Form eiX bestimmt, da man in (36) den Anfangspunkt der Zeit beliebig 
wiihlen hnn .  
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Gehen wir mit dem Ansatz: 

v1 = % q 2  + u4q4 + a,?? + . . . 
"I = 8117 + B 2 ? I 2 +  8 3 V S + .  . . 

in Gleichung (38) ein, wobei wir die zweite Gleichung durch 
(46) ersetzen. Wir nehmen also wieder a als sehr klein en, 
was hier nur bedeutet (vgl. I, $ 2), daB die Wellenllnge der 
Schwingungen groB sein sol1 gegenuber der Grenzschichtdicke. 
AuSerdem setzen wir nach (44c) 

s - = 0 .  

Fur die erste Gleichung (38) schreiben wir ferner 

- i u  ' ( ~ 1 '  F 1  - F 1 '  ~ p l )  = 'a'(~1i'  ~ p 1  r - i ~1 r3 
(47) { =w' -C1y.  

Hierin bedeutet q1 den reellen, pll den imeginlren Teil 
von ql. 

Aus (46) und (47) folgen jetzt die Rekursionsformeln 
n-2 

r = a  
(48) n ( n  - l ) (n - 2)an= - i a R x a  (n - ~ s ) u ~ - I - ~ ~ , - I ,  

dazu = Cl Y b n d  9 

2/54 = C] . 
Hierin bedeutet a,', a,i den reellen b m ;  imagina,ren Teil 
von a#. 

Aus (48) folgt zunachst 
up = 0. 

8 3  = p4 = /.?& = 8 8  = 0. 
Aus (49) ergibt sich dann: 

Auch B2 konnen wir naherungsweise Null setaen. 
Aus (49) folgt namlich 

81 . 
= 

das Glied B z q 2  ist also fiir  sehr kleine 7 gegen das erste 
Glied &T,I zu vernachliissigen; fiir groBere 17 sber iiberwiegen 
die hoheren Glieder P,q7 usw. vollig. 
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Nehmen wir also auch B2 = 0 an und rechnen so die 

Es folgt 
hoheren Glieder der Reihen fur B1 und w aus. 

.*A' . 
(.aj = - iuR*. 3 . 4 . 5 '  uI = u7 = 0; us = - (a 4 ' 3 . 5 . 6 . 7 . 8 '  

us = = 0 ; 

ul, = UIS = 0. 

- a* 61' 

P? = - ("W ;() i P s  = P o  =I PlO = PI1  - rs,, = 0;  

2 . 7  . 9  10 * 11 3 * 5 - 6 * 8 * 9 * 10 - 11 

.'a 

Die von uns behauptete Darstellung (45) fur w ist also be- 
wiesen und es liiSt sich leicht zeigen, daS auch von den weiteren 
(;liedern nur jedes sechste Glied einen endlichen Wert hat. 

Fur die Darstellung von 7 als Potenzreihe nach w folgt 
hieraus : 

q = Y1 + Y? 1 0 7  + Y&3 + * * .  

y7 = (a R)2 - 
I 50) y 1 - / 1 )  70)17 ' a** 1 

Die Glieder yi bis yG, ye bis y12, y14 usw. sind alle gleich 
Xull.1) 

Die Entwicklung (50) stimmt nun in der Tat vollig mit 
(45) uberein und auch ohne Kenntnis der Konstanten a, und B1 
scheinen wir so zu dem von KBrmtin halbempirisch abge- 
leiteten Gesetz 7 - w7 zu gelangen. Die Koeffizienten y1 und y, 
lrissen sich jedoch nicht berechnen. Umgekehrt konnen wir 
vielleicht aus dem empirischen Befund fur die Koeffizienten /I1 
und a, schlieBen, daS y7 von der GroBenordnung 1, y1 von der 
Ordnung (a R)-'/b, also a, - (a R)"/# ist. Nachtraglich bestatigen 
wir 80 auch unsere fruhere Behauptung as 7 a,. Fragt man 
fiich nach der GroBenordnung der Werte von w ,  fur die das 

1) D i m  Potemihe q ( w )  l&Bt sich natiirlich auch direkt aua (46) 
und (47) ableitan, o h m  den Umweg tiber die Reihe von w ( q ) ,  wenn tu 
als unabhBngige Variable eingefiihrt wird. Doch sind die dam natigen 
Recbnungen etwes komplizierter. 
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3. Glied in (50) klein ist gegen das zweite, fur die also 
das w'-Profil wirklich gilt, so ergibt sich w - also - R-'/B. Aus den Differentialgleichungen (38) folgt nach 
alledem das Profil w -7'17 zunachst nur qualitativ; dariiber, 
daS daa +-Profil fast bis zur Kanalmitte hin beobachtet ist, 
geben unsere Rechnungen keinen Aufschlu6. Das war jedoch 
auch nicht zu erwarten, denn die iibngen Konstanten, die 
in das Gesetz eingehen, hangen auch von dem Verhalten der 
Fliissigkeit an der gegeniiberliegenden Wand ab. 

Fassen wir einschaltungsweise noch einmal kurz zusammen, 
welche Vernachlassigungen wir bei der Ableitung von (50) 
aus (48) und (49) begangen haben rind suohen dadurch zu 
bestimmen, mit welcher Genauigkeit die am (50) gezogenen 
Schliisse richtig sind. Zunachst haben wir das System (38) 
statt (37) benutat, a180 GroBen der Ordnung q.Jw gestrichen. 
Ferner haben wir a3 = 0, p / a  = 0, = 0 gesetzt und damit 
GroSen der Ordnung 

vernachliissigt. Die Genauigkeit unserer Rechnungen wird 
durch das groBte der hier vernachliissigten Glieder bestimmt 
sein. Einfache GroBenordnungsbetrachtungen, die wir hier 
nicht durchfuhren, machen es wahrscheinlich, daB von diesen 
Gliedern cpe/w dm groSte ist, da6 aber auch diem Glied mit 
R -f 00 gegen Null geht. Durch Wahl eines hinreichend groSen 
Wertm fiir R wird man also die Genauigkeit der aus (48),( 49) 
nnd (50) abgeleiteten Resultate beliebig weit treiben konnen. 

Was das Blesiussche Wideratandsgesetz betrifft, so liil3t 
sich dimes natiirlich umgekehrt nach dem oben geschilderten 
Verfahren mittels Dimensionsbetrachtungen am dem Gesetz 
7 -w7 herleiten, wenn man, wie geschehen, annimmt, daB 
das Verhalten von 20 in Wandniihe von der Kanalbreite un- 
abhiingig ist. Die Frage aber, ob auch diese letztere phyeikalisch 
sehr plausible Annahme aus den Differentialgleichungen (38) 
bzw. (39) folgt, miissen wir aus den oben angegebenen Griinden 
(Unmoglichkei t der anal y t ischen Fortset zung) unbean t wor t e t 
lassen. 

Eine bemerkenswerte direkte Folgerung uber das Wider- 
standsgesetz konnen wir jedoch aus (58) und (39) durch GroSen- 
ordnungabetracht,ungen ziehen. Im Kanal, die unmittelbare 
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Wundnahe und den Punkt y = 0 [vgl. u. (66)l ausgeschlossen, 
kann man namlich statt der ersten Gleichung (38) wegen der 
GroSe von C, schreiben (vgl. S. 612) 
(51) ia R (v i  jjl - jji ~ J J  = C,y. 
Da nun die Amplitude p1 nicht mit R -+ oc, gegen unendlich 
gelien kann - dies wiirde allen unaeren Rechnungen den 
physikalischen Sinn nehmen -, so folgt, daI3 C,  hochstena 
groB von der Ordnung a R ist, daI3 also der Exponent 5' von 
Gleichung (40) < 1 sein muB (was j a  auch in gewisser Weise 
aus (41) hervorgeht). Daraus folgt [vgl. Gleichung (42) und 
(40)], daB das in der Hydraulik gewohnlich angenommene 
Widerstandsgeaetz T = oonst - U 2  eine obere Grenze fur alle 
denkbaren Widerstandsgesetze der Turbulenz darstellt, die 
unabhiingig ist zlm der Wandbeschaffenheit. Man kann ver- 
mutungsweiee schlieBen, daB das Gesetz T - '0''. nur gultig ist 
f i i r  glatte Wande - nur fiir diem haben wir j a  auch 11 -d 
erhalten -, daB sich aber das Widerstandsgeaetz f i i r  rauhe 
Wiinde immer mehr dem quadratischen annahert.,) Denn fiir  
rauhe Wande wird die Amplitude rpl von R unebhlingig und 
von der GroBe der Wandstorungen sein - auBerdem werden 
fur rauhe Wande die Grenzbedingungen nicht mehr ver- 
urmchen, daS rpl in erater Naherung reel1 ist, wie es der 
Glcichung (44) entepricht. 

An den Schliiasen dieses Paragraphen andert sich nichts, 
wenn man an Stelle der Differentialgleichungen (38) die Glei- 
chimgen (39) zugrunde legt. 

6 3. Die tarbulente Bewegung 8uJLerhalb der unmittalbareu 
WmdnUe. 

Fiir die Bewegung in der Kanalmitte ist es wesentlich, 
daW sich v1 hier aus denjenigen beiden Integralen von (7a) 
zusammensetzt, die schon bei der reibungslosen Flussigkeit, 
also fiir Gleichung (8) auftreten (vgl. I, 0 2). Die wichtigste 
hierans folgende Eigenschaft von cpl ist die, drab es, bis auf 
GroSen der Ordnung va und (a R)-1 der Bedingung 
(52)  p,' ql - q,' v1 = const. 
geniigt. 

1) Vgl. die genaueren Untemuchungen von v. KBrmBn a. a. 0. 
und die experimentellen Untemuchungen von Schiller, dieaelbe Zeit- 
schrift a s. 2. 1923. 
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Dies ergibt sich vermoge des Abelschen Satzes aus der 
Tatsache, daB, bis auf GroBen der Ordnung v2 und (a R)-l qlr 
und vli (der reelle bzw. imaginare Teil von ql) Losungen der 
Differentialgleichung (8) sind. 

Daraus ist zu schlieBen, da13 die Gleichungen (38) bzw. (39) 
nicht ausreichen, um die Bewegung in der ganzen Kanalbreite 
festzulegen, daS wir vielmehr zu Gleichung (37) und zu dem 
ihr im Coue t teschen Fall entsprechenden Gleichungssystem 
zuruckgreifen mussen. 

Dies bringt im allgemeinen eine Komplizierung der mathe- 
matischen Aufgabe mit sich. Nur im Couetteschen Fall 
laBt sich die Aufgabe verhaltnism8Big leicht losen, weil die 
erste Gleichung (39) bis auf GroBen der Ordnung w ’ / C  also 
(a R)-’’4 und v22, vgl. (37), mit Gleichung (52) iibereinstimmf. 
Wahrend also Gleichung (52) ihrer Ableitung aus dem Abel- 
schen Satz gemiiB nur bis auf GroBen der Ordnung y2 richtig 
ist, soll hier im Couetteschen Fall noch (39) bis auf GroBen 
der Ordnung ‘pz2 gelten. Dieser Forderung wird Genuge ge- 
leistet, wenn wir setzen: 
(53) qI2 = 0. 

Diese Gleichung ist also als Losung unserer zugrunde ge- 
legten Differentialgleichung fur den Couet teschen Fall an- 
zusehen. 

Aus (53) wiirde fur tpl aus (37) folgen 
(54) pl’“ q1 - v,” = 0. 
Nun gilt fur den Couetteschen Fall nicht das System (W), 
sondern ein komplizierteres, das wir hier nicht anschreiben 
wollen. Wir geben aber von ihm an, da13 es ebenso wio (37) 
f i i r  v2 = 0 zur Losung (54) fuhrt und daher aum Ergebnis: 

(55) v1 = a eYY + b e-YY 

Hier sind a, b, y irgendwelche komplexe Konstanten. Fur 
w folgt dann aus der 2. Gleichung (39) bzw. aus ihrer redu- 
zierten Form (8): 
(56) PU - c = a, eY*l + b, eYIY. 
Da nun w - c = 0 sein soll.an der einen Wand, da anderer- 
seits w ungerade sein soll um y = 0, so folgt, daS w einfach 
durch Nullwerden von y1 und geeignetes Wachsen von a, und 
b, zum linearen Profil ausarten mu13. 
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Wir erhalten also das wdchtige Resultat, dap beim Couette- 
schen Fall das Grundprofil w dey turbulenten Bewegung in der 
qanzen Kanalbreite wesentlich linear verlauft (- jedoch stark 
abweichend vom laminaren Profil; es wird vie1 flacher sein, 
als das laminare -) [dap es sich aber (vgl. 11. Q 2) urn Rand 
u;.ic!&r & + an die Wande anschmiegt]. 

Gehen wir nun zum komplizierteren Fall einer Stromung 
zwischen zwei ruhenden WLnden, also genau zum System (37) 
uber. Zur Losung mussen wir uns neturgemaI3 mit rohen 
Nkherungen begnugen. Zunachst konnen wir in (57) die 
rechten Seiten aller drei Gleiohungen, namlich die Reibungs- 
glieder, streichen - dies wird durch die Uberlegungen von I, 
Q 2 vollauf gerechtfertigt. Dann setzen wir [vgl. Gleichung (44c)l 
f3/. = 0. 

Fiir q1 erhalten wir so an Stelle der zweiten Gleichung (37) 

(57) { '91ffW - w"y1 - a? w ' P I  - Fa'("'' - ua GjJ - 2 '9s (CFi"' 

- ~ ~ @ , ' ) + 2 i j ? ~ ~ ' ( i p ~ -  4aacp,)+ F1('9s'"-44aa(p,')= 0 .  
Eritwickeln wir v1 als Losung der Gleichung (57) noch Potenzen 
von a2 einemeits, von p2 andererseits, bemerken ferner, daI3 
v1 ungerade sein sol1 (vgl. 44b) und schreiben q1 = vlo + vll, 
so ergibt sich bei Berucksichtigung nur der linearen Glieder: 

Hierein ist v1 naturlich nur bis auf einen konstanten Fraktor a 
bestimmt, den wir hier, was keine Beschrankung bedeutet, 
reel1 angenommen haben. 

Gehen wir mit diesem Werte von v1 in die vereinfachte 
1. Gleichung (57), namlich: 
(60) v1 4p1)' - Cpl P)~" = const. 
ein, so ergibt sich, wenn P ) ~ ~  den imaginiiren Teil von qS be- 
zeichnet : 

Y 

(61) (%il ?loll+ 2% i V10lll- 2'9,; 9%;- 'pi0 V,p')Jg -conf3t. 
0 
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Jetzt geniigt aber pe i ,  wie aus der dritten Gleichung (37) und 
tiaraus, daI3 q1 in erster Niiherung reel1 ist, folgt, der Gleichung 

also 
(63) ‘pa,.= b w S s  = ccplo. 

Gehen wir mit diesem Werte von rpZi in (68) ein, bedenken wir 
ferner, daS fur y = 0 die linke Seite von (61) und damit die 
Konstante der rechten Seite Null ist (dies bedeutet fur die 
Konstante der rechten Seite von (60) nur, da13 sie in erster 
Siiherung Null, d. h. klein von der Ordnung tp1 pZa b m .  a2 a,1 rp2 
oder a4 q1 ist), so erhalten wir 

I 1  (62) p)2i w - T2i  w t t  = 0 .  

I 

0 

(64) VlO Cpldll - a,lo)l Pli = 0 ,  
was vollstandig mit (54) ubereinstimmt. 

Diem Gleichung wird nun allerdings, ebenso wie (54), in 
der Umgebung des Punktea y = 0 trivial, sie ist, weil a, eine 
ungerade Punktion von y ist, dort identisch erfiillt. Sie kann 
also dort auch keine Bestimmung von to  liefern. Dies fiihrt beim 
symmetrischen Profil (64) zu einer merkwurdigen Unetetigkeit 
im Punkte y = 0. (Beim ungeraden Profil ist eine solche Un- 
stetigkeit aus den Differentialgleichungen nicht zu erkennen). 
Intergriert man nimlich (37a), so erhalt man, wie oben gezeigt, 
iiach einmaliger Integration die Gleichung : 
(65) 2 a R  [rj5’’1 cp1- rpil i& -t 2 (ij;q2- a,;‘ &) + . . .] = w”- C 
t w o  C (vgl. S. 612) bei Giiltigkeit des Blasiusschen Gesetzee 
von der GroBenordnung (a R)’’., also jedenfalls sehr groS ist]. 
Die linke Seite von (65) verschwindet aber mit rpl und pa (die 
ja ungerade Funktionen von y sind) an der Stelle y = 0. Dort 
muS also gelten 

Dies bedeutet, daB wy sehr groB ist (- (a R)”.), daB also w 
an der Stelle y = 0 einen scharfen Knickl) (Krummungaradius 

(66) w y = ; =  c .  

1) Auf dieaen Knick hat mich freudlicherweise Hr. Prof. Prendtl 
auf Grund deti empiriachen Meteriala hingewiesen. Der Knick echeint 
dsbei empirisch nicht 80 acharf zu win, wie ihn die Rechnung ergibt, was 
ctich wohl zwii.nplos dadmh erkllut, daI3 eben die Amahme (a) S. 609 
iiber die Symmetrie auch der Wirbel und Stiirungeiz nicht genau der 
Wirklichkeit enttlpricht. 
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- (a It)-’/&) aufweist. 
Punkt muB w nach (64) wieder wesentlich linear verlaufen. 

In geringer Entfernung von diesem 

Wir erhalten das Resultat: 
Auch bei der Striimung zwischen zwei ruhenden Wanden - 

WQS sich wold auch auf die Striimung im Rohr iibertragen la/% - 
oerltiuft das Profil naherungsweise iiber die ganze Kanalbreite 
linear, in der Mitte jedoch besitzt es einen 
schcarfen Knick (an die W a d e  schmiegt 
e s  sich. mit dem y’” - Gesetz can). 

K 

(Vgl. 1 / 
Y Fig. 3.) 

Die physikalische Ursache des scharfen 
Iinicks ist die, daI3 der Gradient der tur- 
bubnten Impulsiibertragung fi i r  y = 0 am 
Symmotriegriinden verschwindet, daB also, Y - - f  Y 
weil der Gradient der gesamten Impuls- 
ubertragung uber die Kanalbreite kon- 
stant ist , der Gradient der laminaren Impulsiibertragung, 
d. h. u”’ dort sehr groB sein muB. 

1 
Fig. 3. 

I; y- +I 

§ 4. BohlnBbemerkungen und Znsammenfesaung 
der phyeikaliaohea Ergebnieee. 

Unsere Untersuchungen haben noch zwei wesentliche 
Lucken: Emtens liefern sie nicht den Ubergang von dem 
~j’lq-Profil in das im mittleren Teil gultige lineare Profil 
und zweitens beschranken sie sich auf groI3e Werte von 
R, liefern also auch nicht den Minimalwert von Iz, falls ein 
solcher existiert, fur den die turbulente Bewegung noch moglich 
ist. Die erste dieser beiden Lucken ist am schwersten am- 
zufullen (vgl. S. 617) und wir konnen such kein Verfahren 
angeben, das in befriedigender Weise die hier gestellte Auf- 
gabe losen wiirde. Man kann versuchen, die beiden von der 
Wand und der Kanalmitte herkommenden Naherungen an- 
einander zu stuckeln, was durch die Bedingung geschehen 
miiBte, daS an der betreffenden Ansatzstelle pl, p l ,  pl”, pi”, 
20 und w‘ stetig sein sollen; die Konvergenz der Entwicklungen 
(45) und (50) reicht aber kaum aus, um so eine einigermaBen 
definierte Naherung zu garantieren. Jedenfalls hiingt das End- 
resultat, das Profil w, noch stark von der Art der Zusammen- 
setzung der beiden Kaherungen ab. Es muB schlieSlich auch 
als fraglich betrachtet werden, ob eine solche exakte Durch= 

Annalen der Phplk. IV. Folge. 74. 42 
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fuhrung der Ansatze (S. 609) wesentlich neue physikalische 
Resultate in Ubereinstimmung mit der Erfahrung liefern wurde, 
da diese Ansatze zweifellos eine sehr starke Idealisierung der 
Wirklichkeit bedeuten. 

Die Ausfullung der zweiten Lucke dagegen bietet prinzi- 
piell gar keinc Schwierigkeiten, alle Hilfsmittcl dazu sind 
schon im Teil I enthalten, und wenn einmal das Profil w voll- 
stBndig bekannt ist, so reichen die im Teil I geschilderten 
Methoden prinzipiell. a w l  um nach Art von I. $ 6 den 
Minimalwert von R zu berechncn, fur den die turbulente 
Bewegung moglich ist. Man konnte z. B. die kritische 
Reynoldssche Zahl fiir ein Profil berechnen, das nach dem 
oben erwahnten Verfahren durch Anstuckelung der beiden 
Kaherungen gewonnen ist oder man konnte f i i r  diese Unter- 
suchung das empirisch beobachtete Profil zugrunde legen und 
so die Reynoldssche Zahl auf halbempirischem Wege aus- 
rechnen. In  jedem Falle wird man wohl - das haben die 
Untersuchungen im Teil I wahrscheinlich gemacht und direkte, 
hier nicht angegebene Rcchnungen bestatigt - zur solben 
OroSenordnung der kritischen R e  ynoldsschen Zahl, namlich 
R - 103 kommen; der genaue Wert von R wird allerdings 
noch zu sehr von der Art abhangen, wie das Profil gewonnen 
wurde, als daI3 wir Vergleiche mit der Erfahrung ziehen 
konnten. Deshalb haben wir hier noch keine derartige 
Berechnung von R durchgefuhrt. 

Fassen wir zum SchluB zusammen, was als physika- 
lisches Ergebnis aus unseren Untersuchungen uber das 
‘Turbulenzproblem zu schlieSen ist: Im Teil I hnben wir er- 
kannt, daU die laminare Bewegung und ihre Stabilitgts- 
rerhaltnisse keine wesentliche Bedeutung fiir das Turbulenz- 
problem und die kritische Reynoldssche Zahl besitzen. Im 
Teil I1 aber haben wir die turbulente Bewegung selbst unter- 
sucht und konnen daraua einige Angaben uber den turbulenten 
Bewegungszustand machen: Allgemein besitzt die Ge- 
schwindigkeitsvert~ilung uber den ganzen Kana1 einfachsten 
Charakter, sie ist - je  nach den Versuchsbedingungen - 
linear oder konstant ($ S ) ,  in dor Mitte besitzt sie bei der 
(symmetrischen) Stromung zwischen mui ruhenden Wanden 
einon scharfen Knick; an den Wanden schmiegt sie sich im 
ql”-Profil den Wanden an (0 2). Daruber, daB das ’’l-Profil 



Uber Stdilitiit und Turbulenz von Fliissdgkeitsstrom. 627 

I)is weit in das Kanalinnere hinein Giiltigkeit besitzt, geben 
die Rechnungen keinen AufschluB. Die turbulenten Schwin- 
gungen verlaufen beim Couetteschen Fall im Innern des 
Kanals nahezu harmonisch (9 3, G1. (53)), in der Nahe der 
Wande treten alle Oberachwingungen auf. Die Geschwindigkeit 
tler Wellen stimmt mit der Wandgeschwindigkeit uberein (0 2 
Cfl. 44-4.4~1, beim Couetteschen Fall gibt es zwei Gruppen 
von turbulenten Schwingungen, deren eine hinsichtlich ihrer 
Eortpflanzungageschwindigkeit mit der einen Wand uberein- 
stimmt, wahrend die andere die Geschwindigkeit der anderen 
Wand besitzt. Die turbulenten Storungen tragen also auSer- 
lich den Charakter einer Wandstorung. Dabei ist aber hervor- 
zuheben, dalj diese Storungen unabhiingig von Wandrauhigkeit 
und ahnlichen Einflussen als freie Schwingungen existenz- 
flhig sind. Die Amplitude der turbulenten Wellen nimmt 
gegen die Wande (folgt aus (44) 9 2) stark zu, um erst in un- 
illittelbarater Wandnahe zu Null zu gehen. 

Die Wellenlange der auftretenden Schwingungen (I, 5 8) 
ist der GroBenordnung nach gleich, eher etwas groBer als die 
Kanalbreite. Der Minimalwert der Reynoldsschen Zahl (I, 5 8), 
fiir welchen noch die Turbulenz moglich ist, liegt groBenord- 
nungsmaljig bei los. Als Widerstandsgesetz (0 2, G1. (50)) 
scheint sich f i i r  glatte Wande aus dem Profil q'h unter ge- 
wissen Voraussetzungen das Blasiussche 7 - ~ ' ' r  zu er- 
geben. Fiir rauhe Wande nahert es sich wahracheinlich (0 2) 
dem hydraulischen Gesetz T - u2 an. - Daa Ziel der vor- 
liegenden Arbeit bildete weniger die Aufstellung dieser zum 
groBen Teil schon bekannten GesetzmaBigkeiten, als vielmehr 
der Nachweis, da% sich alle bisherigen, teilweise scheinbar sich 
wideraprechenden Ergebnisse durch einfache Grundannahmen 
einheitlich mathematisch beschreiben lassen. 

Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor S ommer - 
fe ld ,  mochte ich fiir  die Anregung zu dieser Arbeit und fur 
vielfache Forderung den herzlichsten Dank aussprechen. 

Miinchen, Institut fur theoret. Physik. 

(Eingegangen 20. Februsr 1924.) 




