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1. Uber Stabilitdt und Turbulenz
von Flitssigkeitsstromen;
von Werner Heisenberg.

Einleitung.

Das Turbulenzproblem, das ganz allgemein den Gegenstand
der folgenden Untersuchungen bilden soll, ist im Laufe der
Zeit in so vielen Arbeiten von so vielen verschiedenen Ge-
sichtspunkten aus behandelt worden, daB es nicht unsere Ab-
sicht sein kann, einleitend tiber die bisherigen Resultate eine
Ubersicht zu geben. Wir verweisen zu diesem Zweck auf eine
Arbeit von Noether?) iiber den heutigen Stand des Turbulenz-
problems, in welcher auch die meisten Literaturangaben zu
finden sind.

Fiir unseren Zweck geniigt es, den gegenwirtigen Stand
des Turbulenzproblems in ganz groben Umrissen zu skizzieren:
die bisherigen Untersuchungen zerfallen in zwei Teile: die
einen von ihnen befassen sich mit der Stabilititsuntersuchung
irgendwelcher laminaren Bewegung, die anderen mit der turbu-
lenten Bewegung selbst.

Die ersteren fithrten anfangs zu dem negativen Resultat, da8
alle untersuchten Laminarbewegungen stabil seien. v. Mises?)
und Hopf?) bewiesen auf Grund eines Ansatzes von Sommer-
feld4) die Stabilitit des der Couetteschen Anordnung ent-
sprechenden linearen Geschwindigkeitsprofils, Blumenthal®)
gelangte bei einem von Noether zur Diskussion gestellten
Profile 8. Grades zu demselben Ergebnis. Dagegen gelang
es spiter Noether®), ein labiles Profil anzugeben — allerdings

1) F. Noether, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1. S. 125, 1921.

2) R, v. Mises, Beitrag z. Oszillationsprobl.: Heinr. Weber - Fest-
schrift. 1912. 8. 252.

3) L. Hopf, Ann. d. Phys. 4. S.1. 1914.

4) A.Sommerfeld, Atti d. IV. congr. int. dei Mathem. Rom 1909.

§) O. Blumenthal, Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. Wiss. S. 563.
1913.

6) F. Noether, Nachr. d. Ges. d. Wiss, Gottingen 1917,
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578 W. Hesenberg.

ein Profil, das schon im Falle der reibungslosen Fliissigkeit
labil ist und auch in Wirklichkeit nie als stationéirer Bewegungs-
zugtand realisierbar igt. In neuerer Zeit aber hat Prandtl?)
gezeigt, daB es in der Tat Profile gibt, die erst bei Beriick-
sichtigung der Reibung labilen Charakter besitzen.

Die andere Gruppe von Arbeiten, die in jiingster Zeit
durch die Rechnungen?) von v. Karman, Latzko u. a. groBe
Erfolge erzielt bat, untersucht die turbulente Bewegung selbst
und geht dabei auf halbempirischem Wege mit Benutzung
der Abnlichkeitsgesetze vor. Theoretisch fuBt sie fast durch-
weg auf dem Boden der Prandtlschen Grenzschichttheorie.
Das filr uns wichtigste Resultat dieser Arbeiten ist das aus
dem empirischen Blasiusschen Widerstandsgesetz (die Zitate
bei Schiller®)) folgende sogenannte ' -Gesetz der turbulenten
Geschwindigkeitsverteilung.

Ein Hauptziel der erstgenannten Arbeiten, der Stabilitits-
untersuchungen, bildete stets die Ermittelung der kritischen
Reynoldsschen Zahl. Eine befriedigende Berechnung dieser
Zahl ist bisher nicht gelungen und es muB auch als frag-
lich betrachtet werden, ob eine solche durch Stabilitdts-
untersuchungen geleistet werden kann. Die Versuche von
Ekman3), Ruckes?) und Schiller’) zusammen mit dem
negativen Ergebnis Hopfs beim linearen Geschwindigkeits-
profil legen vielmebr den Gedanken nahe, daf die kritische
Reynoldssche Zahl nicht den Punkt angibt, an dem die
Laminarbewegung anfingt labil zu werden, sondern den, an
dem zum erstenmal die turbulente Bewegung als stationirer
Zustand moglich ist. Vom Standpunkt der Theorie aus
miiggen wir also darauf gefaBt sein, unter Umsténden zwei
kritische Reynoldssche Zahlen zu finden, die eine entsprechend

1) L. Prandtl, Physik, Zeitschr, 28, S. 19, 1922 und O. Tiet-
jens, Dissert. Gottingen 1922.

2) Vgl. bes. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1. S.233f. 1921.

3) V. Ekman, Turbulent motions of Liquids, -Arch. f. Mat. och
fysik 6. S.12. 1919,

4) W. Ruckes, Dissert. Wiirzburg 1907. Vgl. auch den Vortrag
von W. Wien, Uber turbul. Bewegungen, Phys. Zeitschr. 8. 1904 und
Verh. d. deutsch. phys. Gesellsch. 9. 1907,

8) L. Schiller, Rauhigkeit und kritische Za.hl Physik. Zeitschr. 8.
S. 412, 1920.
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dem Beginn der Turbulenz, die andere entsprechend dem
Niederbrechen der Laminarbewegung.

Auch die vorliegende Untersuchung soll in die zwei ver-
schiedenen Teile, die Behandlung des Stabilititsproblems
¢inerseits, die der turbulenten Bewegung andererseits zerfallen.

Das Ziel des ersten Teiles soll sein, alle bisherigen Unter-
suchungen unter einem einheitlichen Gesichtspunkt zugsammen-
rufassen, d.h. moglichst allgemein die Bedingungen dafiir
aufzustellen, wann ein Profil labilen oder stabilen Charakter
trigt und die Methoden anzugeben zur Liosung der Stabilitits-
gleichung fiir jedes beliebige Geschwindigkeitsprofil und zur
Berechnung der fiir labile Profile sich ergebenden kritischen
Reynoldsschen Zahl. Dieses Ziel kann natiirlich nur durch
Anwendung von N#éherungsverfahren unvollkommen erreich
werden.  Dennoch hoffen wir, die qualitativ wesentlichen
(tesichtspunkte durch solche Rechnungen klarstellen zu
kénnen. Die Untersuchung irgend eines beliebigen Profils
gcheint zwar zunéichst physikalisch sinnlos zu sein, da nur
bestimmte Profile in Wirklichkeit vorkommen. Indem wir
aber irgendein Profil als endliche Stérung eines anderen auf-
fassen konnen, wie dies z. B. Noether a. a. O. getan hat,
wir andererseits spiater die Untersuchungen auf das zunichst
unbekannte Grundprofil der turbulenten Bewegung ausdehnen
miissen, g0 scheint die Untersuchung eines beliebigen Profils
doch von groBer Wichtigkeit.

Als Anwendung der Methoden soll das Parabelprofil

durchgerechnet werden.
* Im zweiten Teile wollen wir versuchen, unter gewissen
stark idealisierenden Voraussetzungen Differentialgleichungen
fir die turbulenten Bewegungen abzuleiten und aus diesen
qualitative Aufschliisse zu erhalten iber einige Eigenschaften
der turbulenten Geschwindigkeitsverteilung.

I. Teil: Die Stabilititsgleichung.
§ 1. Festlegung des mathematischen Problems.

Die wesentlichste Begchrinkung, die wir ungseren Rech-
nungen auferlégen, besteht in der ausschlieBlichen Betrachtung
von ebenen Laminarbewegungen und nur ebenen Storungen
derselben. Unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Ko-
ordinatensystems X, Y, Z nehmen wir algo an, daB die Ge-

39*
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schwindigkeit in der Z-Richtung Null und alle iibrigen GriBen
von z unabhingig seien. Weiter aber werden wir auch nur
die Stabilitdt solcher Laminarbewegungen priifen, die zwischen
zwei geraden, parallelen Winden verlaufen. Dabei nehmen
wir an, daB die Winde der X-Achse parallel laufen, daB also
auch die zu untersuchende Laminarbewegung eine Geschwin-
digkeitskomponente nur in der X-Richtung besitzt. Diese
(Geschwindigkeit w in der X-Richtung wird in irgendeiner
Weise von y abhingen; iiber die Funktion w = w(y) behalten
wir uns vor, spiter einige Annahmen iiber Stetigkeit, Sym-
metrie usw. zu machen; sonst soll diese Funktion jedoch zu-
nichst ganz willkiirlich sein.

Wirden wir w = a y setzen, so wiirden unsere Ansiitze
gerade mit den von Hopf beim Couetteschen Fall unter-
suchten identisch. Auf die Frage, ob sich die untersuchten
Profile w = w (y) als stationire Bewegungen realisieren lasgen,
gehen wir zunichst nicht ein (vgl. u. 8. 581).

Bevor wir die (bercits von Sommerfeld a. a. O. auf-
gestellte) Stabilitidtsgleichung noch einmal in Kiirze aus den
Stokesschen Differentialgleichungen herleiten, filhren wir in
bekannter Weise dimensionslose Variable ein. Sei h eine
charakteristische Lénge (etwa der Abstand beider Winde),

U eine charakteristische Geschwindigkeit des Profils, u die
Zihigkeit, o die Dichte, E'Z—'o = R die Reynoldssche Zahl,
so fithren wir statt z, y, u, v, t, p (unter u, v werde die Ge-
schwindigkeit in der z- bzw. y-Richtung verstanden, t sei die
Zeit, p der Druck) neue Varibale z,, y,, u,, 9, ty, P, €in ver-
moge der Relationen

x v . % | v, U,

=i H=% =g =g b=ty

q) h
po_ -—-‘uU-

Lassen wir nachtriglich den Index 0 weg, so lauten die
Stokesschen Gleichungen:
du du du 1 dp 0*u Pu
2 {W+“W+”a—y='§(”n+w+a_w)’
dv dv dv 1 ap oty 0%
W+“H+”W"f(—a—y+7+a—¢) '
Weil wir Inkompressibilitit voraussetzen, schreiben wir

9y =_ 9y
(8) v=gyr V=T
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Durch Elimination von p erhalten wir bekanntlich:

] cy @ oy 0 _ 1
4 7dv+ Gy 52 4Y =5, sy AV =g 44y

Unter A ist hier das Differentiationssymbol
o2 o*
ECETE
vergtanden.

In Gleichung (4) ist noch nichts tiber unser spezielles
Problem, die Stabilititsuntersuchung einer gewissen Laminar-
stromung, enthalten. Dementsprechend wird Gleichung (4) auch
die Grundlage fiir die Rechnungen des Teils II bilden. Um
speziell zur Stabilititsuntersuchung iitberzugehen, teilen wir die
Bewegung und damit auch das Vektorpotential y in eine
Grundstrémung und dariiber iberlagerte kleine Schwingungen.
Wir machen also den Ansatz:

(5) Yy=0) + plyedi-,
a9

Gehen wir mit diesem Ansatz in (4) ein, lassen dabei alle
Glieder weg, die ¢ nicht enthalten (da wir die Gleichung (4)
fir ¢ = O als erfiillt ansehen), lassen ferner alle in ¢ quadra-
tischen Glieder weg (da wir ¢ als klein voraussetzen), so lautet
die entsprechende Differentialgleichung fiir ¢:

@ —ag) (w—L) —gu = @7 - 239" + aty).

o

DaB wir Gleichung (4) fiir ¢ = 0 als erfillt ansehen, bedeutet
physikalisch, daB wir nur solche Grundstrémungen w be-
trachten, die entweder vermoge #uBerer Krifte wirklich
stationdr sind, oder deren zeitliche Verinderung langsam
gegen die der kleinen Schwingungen erfolgt.

~ Gleichung (7) ist in dieser Allgemeinheit schon von
Noether a. a. O. abgeleitet. Sie ist eine gewhnliche Diffe-
rentialgleichung fiir ¢ von der vierten Ordnung. Dem ent-
gpricht es, daB die Funktion ¢ vier Grenzbedingungen er-
fallen muB; es miissen % und v, daher auch ¢ und ¢’ an den
beiden Winden verschwinden. Setzen wir B/ = ¢, 8o daB ¢
im wesentlichen die Wellengeschwindigkeit bedeutet, so 1aBt
sich das mathematische Problem folgendermaBen formulieren:
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Es sind die Losungen der Gleichung
(Ta) (¢ — @ @) — &) — pu” = —1-(g

mit der Nebenbedingung, daB an den begrenzenden Winden
(etwa y =1 und y = — 1) ¢ = 0 und ¢'= 0 sein soll, zu unter-
suchen. Zu jedem Wert von o und R soll der zugehorige Wert
von ¢ und f berechnet werden; « sei der Einfachheit halber
stets positiv. Je nachdem der imaginire Teil von f positiv,
Null oder negativ ist, haben wir es mit einer stabilen, unge-
dampften oder labilen Schwingung zu tun. Es sind die Be-
dingungen fir das Profil w aufzusuchen, unter denen. Glei-
chung (7a) nur stabile, bzw. unter denen sie auch labile
Schwingungen zuldBt.

Bevor wir zu den Lisungsmethoden iibergehen, sei noch
auf eine besondere Eigenschaft der Gleichung (7a) hingewiesen.
Im Limes der reibungslosen Fliissigkeit B = oo verwandelt
gich Gleichung (7a) in eine Differentialgleichung 2. Grades
fir ¢.

(8) (" — @) —c)— pu” =0.

Dem entspricht es, daB fir R = oo nur noch zwei Grenz-
bedingungen zu befriedigen sind, welche besagen, daB die
Normalkomponente der Geschwindigkeit, also » oder ¢ an
beiden Winden verschwinden soll, nicht mehr aber ¢'.

Die Bedingungen fiir die Ldsbarkeit von Gleichung (8)
sind schon von Rayleigh!) ausfithrlich untersucht worden.
Man kann, um eine einfache Bezeichnung einzufithren,
,.schwingungefihige’ und ,nichtschwingungsfihige Grund-
stromungen unterscheiden, je nachdem Gleichung (8) eine
Losung mit reellem ¢ besitzt, die den Grenzbedingungen ge-
niigt, oder nicht.?) Gibt es Losungen mit komplexem ¢, so wird,
wie sich spdter zeigen wird, auch bei Beriicksichtigung der
Reibung die Stabilitdtsfrage fiir diese Schwingungen schon
durch (8) entschieden, die Schwingungen sind dann immer
labil. '

Man wird aber dariiber hinausgehend zu der Vermutung
gefithrt, daB das Profil w dann und nur dann unter EinfluB

;i

— 29" + atg)

1) Lord Rayleigh, Papers 1. S. 361; IIIL, S. 575, 594; IV. 8. 203.

2) Hierbei geniigt es aber keineswegs, das Profil durch Tangenten-
polygone anzunéhern, das Resultat hinsichtlich der moéglichen Schwin-
gungen wiirde dadurch véllig gefalscht.
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der Reibung labile oder ungedampfte Schwingungen zulassen
wird, wenn es zu den schwingungsfihigen Grundstromungen
gehort.

Diese Vermutung liegt um so niher, als sie sich an allen
bisher untersuchten Profilen bestdtigt hat.l) Trotzdem wird
gie keineswegs dadurch begriindet, daB Gleichung (8) im
Limes R = oo aus Gleichung (7a) hervorgeht, denn es ist z. B.
in den Arbeiten von Oseen?) bewiesen, daf der Grenziibergang
R = oo in- den Differentialgleichungen schon mehrfach zu
falschen Resultaten, besonders hinsichtlich der Grenzbedin-
gungen der reibungslosen Flissigkeit, gefithrt hat und daB
man daher den Grenziibergang nur an den Integralen der
Gleichung (7 a) vornehmen darf. AuBerdem ist es von vorne-
herein keineswegs zu entscheiden, ob die Reibung die un-
gedimpften Schwingungen von (8) im Sinne einer Dampfung
oder einer Anfachung abdndert.

Wir werden im folgenden versuchen, unsere oben aus-
gesprochene Vermutung zu beweisen, indem wir zeigen, da8 die
schwingungsfdhigen Systeme oberhalb eines bestimmten Wertes
der Reynoldsschen Zahl im allgemeinen labilen Charakter, alle
nichtschwingungsfihigen dagegen stabilen Charakter besitzen.

Durch diesen Satz wird das Problem der Stabilitét eines
Profils ganz wesentlich vereinfacht; denn firr sehr kleine Werte
von o« lassen sich bekanntlich die Losungen von (8) direkt
hinschreiben.

§ 2. Die Lisungsmethoden und das allgemeine Verhalten
der Integrale von (7a).

Die wichtigste Eigenschaft der (Gleichung (7a), die eine
niherungsweise Darstellung ihrer Losungen erlaubt, besteht
darin, daB R als sehr groB betrachtet werden kann. Es wird
sich nidmlich zeigen, daB, falls eine Labilitdtsgrenze existiert,
diese im allgemeinen bei sehr hohen Werten von R liegt. Da
es andererseits physikalisch ganz unwahrscheinlich ist, da8 bei
kleinen Werten von R noch einmal Labilitit des betreffenden
Profils eintreten kann, so reicht es fiir unsere Zwecke zunichst
aus, R als sehr groB anzusehen.

1) Vgl. auch L. Prandtl, Phys. Zeitschr. a. a. O.

2) Vgl. z. B. C. W. Oseen, Beitrige z. Hydr. Ann. d. Phys. 46.
S. 231 u. 623. 1915,
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Diese Annahme macht es moglich, die Losungen von
(7a) anzundhern durch Entwicklung nach negativen Potenzen

von R bzw., wie sich zeigen wird, von Vo B. Ferner werden
wir « als klein annehmen und die Losungen gegebenen Falles
nach positiven Potenzen von a? entwickeln.

Die beiden Entwicklungsmethoden nach (x R)-"* einer-
seits, nach «? andererseits, scheinen sich insofern zu wider-
sprechen, als im ersten Falle ¢ R als gro, im zweiten &2
als klein angenommen wird. Der Widerspruch wird jedoch
dadurch behoben, daB R im allgemeinen als auBerordentlich
groB betrachtet werden kann, so daf z. B. fir R = 2000,
o = 15; & B =200, a% =1/, wird, was fiir eine gute Kon-
vergenz beider Entwicklungen v$llig hinreicht. Die Konvergenz-
eigenschaften dieser Niherungsmethoden sind aber noch ge-
nauer zu betrachten. Die Untersuchung lehrt, dafl die Reihen
nach (x R)™" im allgemeinen divergieren, daB sie aber den
bekannten Charakter der semikonvergenten Reihen tragen,
d. h. daB die Glieder zuerst abnehmen, dann wieder wachsen
und daB man die bestmégliche Anniherung erhilt, wenn man
die Reihe beim kleinsten Glied abbricht. Unser Néherungs-
verfahren hat also #hnliche Konvergenzeigenschaften, wie z. B.
die in der Astronomie verwendeten Reihen der Stérungs-
theorie, deren Verhalten Poincaré, Meth. nouv. d. 1. mec.
cel. II ausfithrlich schildert.

Eine erhebliche Schwierigkeit fiir die Verwendung der
semikonvergenten Entwicklungen liegt aber darin, daB sie in
der Umgebung eines bestimmten Punktes ihre Giltigkeit ver-
lieren, so daf es nicht ohne weiteres entschieden werden kann,
in welcher Weise die Niéherungslosungen auf beiden Seiten
des Punktes aneinandergefiigt werden miissen, um ein be-
stimmtes Integral der Gleichung (7a) besdersests anzunihern.
Wir werden hierauf in § 8 ausfithrlich eingehen.

Die Entwicklung nach positiven Potenzen von o? scheint
im allgemeinen wirklich zu konvergieren. Fiir spezielle Pro-
file 148t sich diese streng beweisen (z. B. fiir das lineare Profil);
eine Untersuchung iiber die Frage, unter welchen Bedingungen
fiir das Profil w diese Konvergenz wirklich stattfindet, haben
wir jedoch nicht ausgefiihrt. -

Wir beginnen mit der Ableitung der Niherungslosungen
der Gleichung (7a): ‘
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URis

18 (¢ = ag)o— ) —w'g = 7 (¢ — 20" + abg).

Zu diesem Zwecke setzen wir zunichst

T 1
9 'P=efgdy: .‘I=V“Rgo+9l+ﬁ—ga+---

Die Entwicklung wollen wir auf die beiden hochsten Glieder
in Y« R beschrinken. Es folgt:

« Rgy2(w —c) + Va B(gy'+ 290 g1) - (0w — ¢) =12 B gy
+ 1V B (49,® 91 + 696%90') -
Hierbel ist vorausgesetzt, daf «? und %" von der GroBen-

ordnung 1 oder jedenfalls < Y« R seien. Es ergibt sich jetat
durch einfache Rechnung:

— 5 g 5
(10) gp =V —i(w— <), 91=——2-%0—» f.‘hd.’/='—'§1890'

Wir erhalten also zwei partikulidre Integrale der Gleichung (7a):
y

.t fV=iaBw-0
(1) T A
Der Punkt y, soll dadurch festgelegt werden, dafl fir y = y,
w = ¢ sel. Y, kann also unter Umstéinden auch komplex sein.
Das Vorzeichen der Wurzel soll so gewidhlt werden, daB fir

10w—c=—ae'*, —iaR{w-—-c)=aR- aei(q”i) die
Wurzel wird: e
(uRa)'/'-et(T+T).

Bemerkenswert an diesen beiden Integralen ist, daBl «?
in @ in dieser Niherung nicht vorkommt (d. h. nur in der
Kombination « R, die man, wie aus Gleichung (7a) hervor-
geht, in gewissem Sinne als die eigentliche Reynoldssche Zahl
bezeichnen konnte).

Wie wir spéter sehen werden, bestimmen die beiden Inte-
grale (11) das Verbalten von ¢ in der Grenzschicht und das
Nichtvorkommen von «2 in (11) bedeutet physikalisch, daf wir
nur solche Schwingungen betrachten, deren Wellenlinge grof8
ist gegen die Grenzschichtdicke — was bei den empirisch
beobachteten labilen Schwingungen sicher der Fall ist.
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Zu einem vollstindigen Losungssystem von (7a) brauchen
wir jedoch noch zwei weitere Integrale; naturgemiB werden
wir dazu diejenigen nehmen, die durch Entwicklung nach
Potenzen von (ax R)~! aus den Integralen der Gleichung (8)
hervorgehen.

Zu diesem Ende losen wir zuniichst Gleichung (8) durch
Entwicklung nach Potenzen von «2. Wir setzen also:

(8) ('—at@)(w —c) —pu"” =0,
(12) =g +aZgl foato? ...
Daraus folgt: .
@O (w —¢c) — ¢ w" = 0.
¢ (w — ) — P w" = ¢ (w —0),
(p(2)” (w — c) . ¢(% w" — (p(l). (w —_ 0) y

Es ergeben sich durch die Methode der Variation der Kon-
stanten die beiden Integrale:

Ps (Rmoo) = (10 — €) (1 + “’f(w‘{_yc)- fd.'/(w —cp + ),

d d
(ls)l Patnam = (0 — o [ Lo (1 +a [dyw— ot [0

.0 -

Diese Integrale sind nun noch um GréBen der Ordnung
(x R)™%, ... usw. zu korrigieren, wenn sie der Gleichung (7a)
geniigen sollen.

Ohne die entsprechende Reihenentwicklung im einzelnen
anzuschreiben, geben wir als Resultat ¢ mit den Grofen der
Ordnung (« R)-! an:

(w—c)1+af(w c),fdyw—c)’—{—a"
£ dy
tor) @y dpe -9t

(w—cf(w 5 1+afdy(w—c)f( ),+oe‘ .

+ali dy' (w ) (w_? "'}'
Mit (11) und (14) ist ein vollstindiges Losungssystem der
Gleichung (7a) niherungsweise gefunden.

(14)
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Ehe wir dieses Losungssystem zur Erfillung der Grenz-
bedingungen anwenden, wird es zweckméBig sein, wenn wir
uns den physikalischen Sinn der vier Integrale ¢,, s, @;, @,
klar machen und einige Resultate vorwegnehmen, die wir erst
spiter begriinden konnen.

Die Integrale ¢, @, haben die Eigenschaft, bei den uns
interessierenden groSen Werten von R sehr rasch veranderlich
zu sein, wie aus dem Exponenten der Ordnung }/a_ﬁ hervorgeht.
Wenn also etwa ¢, an der einen Wand von der Grofenordnung 1
ist, 80 wird es in einigem Abstand von der Wand exponentiell
verschwinden (an sich konnte es auch noch auBerordentlich
groB werden, doch dies wird naturgemdB durch die Grenz-
bedingungen verhindert). Das hat zur Folge, daB8 sich, von
der unmittelbaren Umgebung der Wiinde abgesehen, ¢ aus ¢,
und ¢, allein zusammensetzt, d. h. dem Verhalten von ¢ in
der reibungslosen Fliissigkeit sehr &hnlich ist.

DaB a? in ¢, ¢, nicht explizit vorkommt (vgl. Glei-
chung (11)), wohl aber in @, @, (vgl. Gleichung (14)), muB
physikalisch offenbar so gedeutet werden, daB bei der An-
nahme, o2 sei nicht sehr groB («? <}« R, vgl. Gleichung (7a)
und (9)) die Wellenlinge zwar als unendlich groB8 gegen die
Grenzschichtdicke, nicht aber gegen die Kanalbreite betrachtet
werden kann. Der charakteristische Unterschied zwischen den
,,Grenzschichtintegralen‘ ¢, @, einerseits, den der reibungslosen
Flissigkeit entsprechenden Integralen ¢, , andererseits, spricht
gich also in dem Auftreten bzw. Nichtauftreten von a2 be-
zeichnend aus.

Was die Konvergenz der Entwicklung nach Potenzen von
a? betrifft, so kénnen wir hoffen, daB sie fiir Werte von o?
von der GroBenordnung 1 noch sehr wohl hinreicht, um eine
gute Niherung zu erméglichen, denn fiir ein lineares Profil
gohen die Reiben fiir ¢, ¢, iiber in solche vom Typus der
Potenzentwicklung von Cos «, die in der Umgebung « =1
noch sehr rasch konvergiert.

Das Stromungsbild, das wir nach allen diesen Schlissen
erwarten miissen, entspricht den Ansitzen, die man in der
Prandtlschen Grenzschichttheorie macht. Mit Ausnahme der
unmittelbaren Umgebung der Winde gehorcht die Bewegung
sehr nahe den Differentialgleichungen der reibungslosen Fliissig-
keiten. An den Wiinden selbst aber haftet eine Grenzschicht,
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deren Dicke von der GroBenordnung (x R)~/: ist. In dieser
nimmt die Geschwindigkeit u gegen die Wand zu rasch gegen
Null ab, wihrend v auch auBerhalb der Grenzschicht schon
nahezu Null ist.

§ 8. Die Ubergangssubstitutionen,

Wenn wir den Verlauf der Integrale von (7a) von der
einen begrenzenden Wand bis zur anderen studieren wollen,
so miissen wir damit rechnen, daf an einer Stelle y = y, im
Kanal w — ¢ =0 ist (oder wenigstens der reelle Teil von
w — ¢ Null ist), daB also die Wellengeschwindigkeit dort mit
der Geschwindigkeit der Grundstromung #bereinstimmt. In
diesem Punkte verlieren die Néherungsformeln (11) und (14)
fir die Integrale von (7a) ikre Giiltigkeit.

BEg ist daher notig, die Ubetgangssubstitutlonen fir
P1, P2, ¥s, P4 zu kennen, die beim Ubergang von Re(w — c)
>0 zu Re (w —¢) < 0 anzuwenden sind. Zu diesem Ende
entwickeln wir w und ¢ in der ,,Umgebung’ des kritischen
Punktes y, nach Potenzen von (x R)-** und setzen deshalb
Y — Yo =7 (x R)~"». Ferner nehmen wir an, daB der imagi-
nire Teil von y, von kleinerer GroBenordnung als (x R)™ sei.
Ist er nimlich von hoherer GrdéBenordnung, so verstehen sich
die Ubergangssubstitutionen von selbst, weil dann im ganzen
Bereich reeller y nirgends ein ,kritischer Punkt‘‘ auftritt. Ist
er von derselben Grofenordnung, so liBt sich das Verhalten
von ¢ und w leicht aus den beiden eben angefithrten Grenz-
fillen interpolieren. Wir konnen zunichst sogar JIm (y,) =0
setzen, weil sich ¢ in unserem Falle (Jm (y,) < (« R)~"*) nach
Potenzen von Jm (y,) entwickeln liBt und fiirs erste nur das
Verhalten von ¢ fir Jm (y,) = 0 gebraucht wird.

Wir setzen also jetzt ¢ =¢,+ce@, + 2@+ ...,

=(@Rys; w—c=¢-an+e2bn24...

Dann entsteht aus (7a):

(pollll+ £ ¢1,III+ -
= — (g "+ e+ ..)an+ e bn® —2e @bl + ...
Algo in erster Niherung:

(15) ¢ =—tq na;
in zweiter Naherung:
(15a) ¢ = —i[g " na+ @ bn? — 2¢,b].

Fir die Integrale ¢,, ¢, Gl. (11) entnehmen wir aus
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(15), daB sie sich im , kritischen Gebiete* (1 GroéBen-
ordnung 1) wie die von Hop{ beim linearen Profile gefundenen
Integrale, d. h. wie gewisse Zylinderfunktionen verhalten. Wir
konnen also jetzt schon schlieBen, daB die Ubergangssubstitu-
tionen fir ¢; @, avs (11) bis auf GroBen der Ordnung (« R)-*
dieselben, wie beim linearen Profil sein miissen:
(16) { P Bt
1P —19 > ¢

entsprechen einem Ubergang von

Re(w —¢c) <0 > Re(w—¢)>0.

Fir das Studium der Integrale ¢, ¢, in der Umgebung
von y — y, = 0 reichen aber die bisherigen einfachen Rech-
nungen nicht aus, denn fiir diese wiirde die. Néherungs-
losung (15) lauten ¢’ = 0; aus (14) wissen wir aber, daf} im
Limes R+ ¢," an der Stelle ¥ — y, = 0 im allgemeinen loga-
rithmisch unendlich wird. Die Gleichungen (15) und (15a) sind
also in dieser Form ungeeignet zur Erfassung dieser Singularitit.

Wir setzen jetzt vielmehr a =0 und w'''=0 (d. h. wir
brechen die Entwicklung von w mit dem 2. Gliede ab), inte-
grieren aber sonst (7a) zunichst exakt. Dabei bemerken wir,
daB @ = w — ¢ ein partikuldres Integral dieser vereinfachten
Gleichung (7a) sein muB, und fiir ¢ machen wir daher den
aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen geldufigen
Ansatz: ¢ = (w —¢) f v dy. Dann folgt aus

¢IlII= . 1"'(I‘R ((pll (w _ c) _— wll ¢)
fur <p=(w—c)f1pdy:
"P”' (w _ c) + 41’)” 101+ 611}1 wll
= —~ta R2uw (w—c)p -+ (w— c)2¢y’),
was nach nochmaliger Integration itbergeht in:

A7) vy (w—0)+ 8y w+8yw’' = —1a R ((w—c)2y —C).
C ist eine Integrationskonstante. Fiihrt man jetzt wieder ein:
n=(—y) @R e=@ R, w—c=cay+ by}

) y=yo+ ey, +....
so ergibt sich:
vo 6 n+3y) a=—1(a®n?y, — ()
(17a) § v an+ 3y 6+ 9" bn® 4 6y by + 6y b
= —1(2abyyn +a*n* ).
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Diese Differentialgleichungen enthalten natiirlich immer
noch simtliche Losungen von (7a). Da wir speziell ¢, studieren
wollen (@, verhilt sich fir « = 0 im Punkte y = y, regulir),
50 puchen wir diejentge Losung von (17a) aus, die sich in
einigem Abstand von y,, also fir groBe (w —c)a R, wie

Tfo_l—cz)T verhilt; denn wir wissen ja aus (14), daB ¢, in einigem
Abstand von y, durch

dy
(10 - C) -(w—_c-;’—
gegeben ist. Es wird also nach (17a)
Cc
Vo= Ty
und
" ’ 3 b o

18  wn+8w = —i(irCntanty).

y, ist wieder dadurch véllig bestimmt, daB es sich .,im

Unendlichen* wie — il,’g verhalten soll.

Wenn wir nun nach den Ubergangssubstitutionen fiir ¢,
(und @) fragen, so ist damit folgendes gemeint: In den asym-
ptotisch gﬁltigen Darstellungen (14) fir ¢; ¢, kommt immer

das Integral f e VO das seinen Sinn verliert, wenn es
iber die Stelle y = y, (w — ¢ = 0) hinweg zu erstrecken ist.

In Wirklichkeit tritt aber eben an Stelle von —— w ! —o in der
Nihe des kritischen Punktes die Funktion . Es kommt also
alles auf das Verhalten von y (insbesondere y,) in der kritischen

Umgebung an. Ist dieses Verhalten, also auch die GroSe

des Integrals f pdy (erstreckt iber die kritische Stelle hin-
weg) bekannt, so ist diese Kenntnis gleichbedeutend mit der
Kenntnis der Ubergangssubstitutionen fiirr ¢; @,

Die durch (18) und die Grenzbedingung im Unendlichen
charakterisierte Losung v, lautet:

bC .
Vi) = — 5o, { 0 (= ieyn)'h) jH‘”’n’dﬂ

(19)
- p [ B van)
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Hierin treten die Hankelschen Zylinderfunktionen vom
Index £ und dem Argument § (— ¢oy%)" auf (o = a*). Dabei
ist das Vorzeichen von (— 1 &g )" 80 zu nebmen, daB (— 4 o, )%

nd

2

fir g = — positiv wird. Eine niihere Untersuchung von

(19) lehrt, daB sich y, in der ganzen oberen Halbebene und
gogar noch in der unteren Halbebene teilweigse, nimlich
fir y = re'® in den Grenzen

im Unendlichen wie — 21:0 verhilt, wenn «, oder a positiv

ist. Ist a negativ, so vertauschen sich obere und untere Halb-
ebene und es gilt

. . 2bC b 13
(20)  limy,(re’t)=— 25, wenn {i' <g< Bt
a<0,
oder{——— <E< 7”
a>0.
Daraus eninehmen wir das wichtige Resultat:
+00 —12-82 in a>0,
(21) fwldﬂ = 260
oo — g in a<0.

Es sind also jetzt die Ubergangssubstitutionen fiir ¢,, ¢, bis

auf GroBen der Ordnung (x R)~"» genau auch fiir endliche Werte

von « gefunden; denn wir wissen jetzt — und das ist hin-

reichend -- was wir nach (21) unter dem Integral f w )

erstreckt von w — ¢ < 0 nach w — ¢ > 0, zu verstehen haben
Auch die Formeln (16) lassen sich aus (17) noch einmal

ableiten. Denn den asymptotischen Losungen (11) der Glei-

chung (7a) entsprechen die Integrale

(1), @

!/, (i‘ ) /')

der homogenen Glelchung (18) (C =0). Die Aufgabe, die

Ubergangssubstitutionen der ,,asymptotischen” Integrale (11)

(19a)
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und (14) zu finden, ist hiermit in der fir uns erforderlichen
Genauigkeit (bis auf GroBen der Ordnung (x R)~2) gelost.

§ 4. Erfiilllung der Grensbedingungen und die Btabilitdt der
dem Ldésungssystem I entsprechenden Bchwingungen.

Nachdem unsere bisherigen Betrachtungen von der Art
des Profils ganz unabhingig waren — bis auf einige, die singu-
liren Punkte betreffenden FEinschrinkungen, die dem Profil
auferlegt werden muBten — wollen wir, um uns nicht in einer
iibergrofen Anzahl verschiedener Moglichkeiten zu verlieren,
die Natur der Grundstrémung weiter spezialisieren. Die Be-
trachtungen gelten jedoch viel allgemeiner. Wir nehmen also
an, daB die begrenzenden Winde durch die Formeln y = + 1;
y = — 1 dargestellt sind, daB ferner die Wand y =1 gegen
die andere eine Relativgeschwindigkeit in der positiven X-Rich-
tung besitze (von der GréBe w (+ 1) —w (— 1)) und daB die
Laminarstromung an den Winden hafte (was der Versuchs-
anordnung von Couette entspricht); daB schlieBlich im Ge-
biete — 1 <y < 41, also in der Flussigkeit, Re (w — ¢) ein-
mal und nur einmal Null sei. AuBerdem werden wir im ganzen
Gebiete Stetigkeit fiir w und die Differentialquotienten von w
voraussetzen und dartiber hinausgehend noch annehmen, daB
die Funktionen w, w’, w'' usw. stets normale Gr6Be besitzen,
d. h. z B. nicht an einzelnen Stellen gro8 werden von der
Ordnung (« R)".

Ferner betrachten wir zunichst fir die folgenden Rech-
nungen « als so klein und « B als so groB, daB wir mit ge-
niigender Genauigkeit setzen kénnen

Py = W —2C,

(144a)

(])4=(w—c) (w—o)’.
Die Festlegung der unteren Grenze des Integrals in @, bedeutet
offenbar keine Beschrinkung der Allgemeinheit unserer Lé-
sungen. Wir setzen dadurch vielmehr ¢, als diejenige lineare
Kombination von ¢, und ¢, fest, die an der Stelle y = — 1
verschwindet. Sollte dort auch w — ¢ verschwinden, so tritt
offenbar an Stelle von ¢, die Funktion ¢; = w — ¢, die jetzt
fir y = — 1 Null wird.

Um die Grenzbedingungen zuerst an der Wand y = — 1
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zu befriedigen, bilden wir zwei Aggregate f,, f, aus ¢, ¢,
¢3, @, fir die wirklich ¢ = ¢'= 0 ist fiir y = — 1.

1
f‘l == (pi + 9
go(= Dwo(=1) = &) = -1 (= 1)
[ ¥ — P ]’
(22) 1 W('— 1)— 4 %(" 1)
f; = ¢4 - 9
go(=Dw (= 1) = e] + 3w (= 1)
[ Ps _ P ] .
| w(—1)—c¢ ¢ (—1)

Hierbei verstehen wir unter g, von jetzt ab die Wurzel
V—ia R (w — ¢), nicht, wie in (10), Y~ (w — ¢), um uns
das Anschreiben des Faktors Va R zu ersparen.

Um die Grenzbedingungen auch an der anderen Wand
zu erfiillen, muB man zwei Konstanten 4 und B 8o zu bestimmen

suchen, daf A}, (+1)+Bf, (+1) =0,
Af (+1)+ Bfy (+1)=0.

Die Bedingung fiir die Moglichkeit einer solchen Bestimmung
lautet:
o) D) fr (1)
K+ £ (+1)
Durch diese Bedingung wird ¢ bzw. § festgelegt, wenn R und «
gegeben sind. Es handelt sich also jetzt darum, die Glei-
chung (28) nach ¢ aufzulosen und das Vorzeichen des imagi-
niren Teils von g zu bestimmen. Gleichung (23) bildet das
vollstindige Analogon zur Sommerfeldschen Turbulenz-
gleichung fiir das lineare Profil.

Aus (16) entnehmen wir:

Hl+D=g¢,(+ 1)+

= 0.

1
g (= D[w(= 1) = ] = Jw'(~1)

Pa(+1) w;(+l)+i%(+1)]
w(—-1)—c ¢ (= 1) ’
1

go(= Dlw(-1) — ] = J ' (=1)

[ @ (+1) - @ (+1) + 1,/ (+ 1)]
w(—-1)—c¢ ¢ (— 1) ’
Annalen der Physik. 1V. Folge. 74. 40

H+D)=¢/(+ 1)+
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1

L+ =g (+1) - .
B(=Dw(=) -+ (-1

[ ¢y (+ 1) _ o (+ 1)]
(24) w-1)—¢c  q(—-1]’
’ ’ 1
i+ V=9/(+1)— m
o (— 1)[e (— 1)—°]+Tu"(—1)

| [ @+ %’(+1)] _
L w(-D—c (-1

Diese Werte von f, f, f," f; setzen wir in (28) ein, nehmen
aber zuerst noch eine Abschitzung der GréBe der einzelnen
Glieder vor, um die Rechnung nicht durch Anschreiben un-
wesentlicher Glieder unnétig zu komplizieren. Zu diesem Zwecke
bemerken wir, daB im allgemeinen entweder @, (+ 1) > ¢, (—1)
oder @, (+ 1) < @, (— 1) sein wird. Dies bewirkt der Faktor

VYo R im Exponenten von @;, @, in (11), wenn nicht gerade

-1 +1
%tfl/—i(w—c)dy=§ﬁef]/—i(w——7)dg/
) )

sein sollte, was wir ausschlieBen.

Welcher der beiden Fille eintritt, 18t sich nicht vorher
entscheiden; im allgemeinen sind beide moglich und liefern
beide Losungen. Im Falle eines schiefsymmetrischen Profils
gibt der eine Fall die zu dem des anderen symmetrischen Lo-
sungen. Jedenfalls verhalten sich die beiden Méglichkeiten in
prinzipieller Hinsicht ganz analog und es geniigt daher, eine
von beiden zu untersuchen. Wir nehmen also an:

P (+F D<K @ (— 1),

d. h. (vgl. S. 585) der Punkt w = ¢ soll ndher an w =w (+ 1)
als an w = w (— 1) liegen.

Daraus folgt, daB ¢, (—1) ~ qT(l auBlerordentlich
1

(— 1)
=gy sobr groB ist. Fs bleiben daher in f,
und f,’ nur die Glieder stehen, die ¢; (— 1) im Nenner haben,
in f, und f;' fallen die Glieder, die @, enthalten, fort.

Aus (28) erhalten wir so:

klein, also
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(s (£ 1) + iy (+ 1]

i (+1)— it
[o0(= B0 (=1) = ] + 5 /(= 1| f(=1)-)

=[p/(+ ) +ig,/(+ 1]

@4 (+ 1) = iy :
[90 (=100 (= ) =) + 3w~ D] tw-1)—0)

Auch in dieser Form ist die Gleichung fiir ¢ noch recht kompli-
ziert. Wir vereinfachen daher (25) zunichst weiter, indem wir
jetzt nicht nur GroBen der Ordnung e ~Va%, gondern auch
solche der Ordnung (x R)~": streichen.

Zu diesem Zwecke stellen wir fest, dall g, (+ 1) von der

Ordnung (a« R)’'ist — wir schlieBen also zunidchst aus, daB
w (4 1) — ¢ sehr klein ist —, daB ferner:

’ s 5 '(+1 .
o+ D +ig (+ )= =7 SEE2o (g (F D+ iy (+ 1)

+ 9o (+ Digy (+ 1) — i (+ 1)}

Von den Gliedern der Gleichung (25) behalten wir daher nur
noch diejenigen bei, die mit dem Faktor g, (+ 1) multipli-
riert sind.

So entsteht das einfache Resultat:
o (1) —i@e (+ D] g (+1) =0

oder
y=+1
2fV—iaREa-—T)dy +1 d
Yo —_— __3!_ =
{26) e p W= o 0.

Diese Gleichung besitzt zwei vollig verschiedene Losungs-
systeme:

+1
2[V—ia8(w—c)-dy +1
Yo : dy _—
I. e - 3, II. _!‘FD—:)T = 0.

Das System I stellt das vollkommene Analogon dar zu den

Liosungen, die Hopf firr das lineare Profil erhalten und a. a. O.

§ 4 ausfiihrlich diskutiert hat. In der Tat zeigt sich, daB die
40*
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dem System I entsprechenden Schwingungen stets stabilen
Charakter tragen.

Denn aus
+1
2fV=TaBw—10) dy
¢ Y =i folgt:
+1 L
@7) 2f}/—iaR(w—c)dy=n.:(,L+2n),

Yo
wo n eine positive (vgl. S. 585) ganze Zahl ist. Es ist leicht zu
sehen, daf diese Glelchung nur erfillt sein kann, wenn « ¢ = §
einen poeitiv imaginiren Teil besitzt. Also sind die durch (27)
charakterisierten Schwingungen tatsichlich gedémpft, der Be-
trag der Dimpfung ist von der GroBenordnung w (+ 1) —¢
und braucht daher keineswegs klein zu sein.

§ 5. Das Lisungssystem II und die Bedingungen fiir die
Labilitit eines Profils.
Die Lisungen im System II sind identisch mit den Lo-
sungen der Rayleighschen Gleichung (8) und geniigen der
Bedingung:

(28) =

(w - a)’

oder (vgl. die Bemerkung zu (14 a) 8. 592) ganz allgemein

y
d
(p4=(w—c)f (w—yc)’ =0firy=+1und y =— 1.

Die letztere Form unterscheidet sich von der ersteren in ge-
wisgen Ausnahmefillen, die nachher besprochen werden sollen;
auBerdem stellt (28) natiirlich nur eine erste Niherung (« = 0)
dar. Fir die Losungen von (28) miissen jetzt vier verschiedene
Moglichkeiten unterschieden werden: Entweder 1. besitzt (28)
Losungen mit komplexem ¢. Dann ist das Profil immer labsl,
da stets auch der konjugiert komplexe Wert zu ¢ eine Losung
darstellt; oder 2. es gibt Losungen von (28) mit reellem c.
Dann bezeichnen wir mit Prandtl a. a. O. das Profil als
Schwingungsfdhig''. Dies kann nach (21) nur vorkommen,
wenn an der Stelle (w=¢) w’'= 0 ist, wenn also das
Profil entweder einen Wendepunkt besitzt oder aus linearen
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Stiicken zusammengesetzt ist. Oder 8. es gibt reelle Werte
von ¢, die wenigstens den reellen Teil von

f o

zu Null machen. Oder endhch 4. Es tritt keiner dieser drei
Fille ein, (28) besitzt keine Losung. Im Fall (8) und (4) be-
zeichnen wir das Profil als ,nicht schwingungsfihig'*. Wir be-
haupten nun, daB Fall 1. stets Labilitdt, Fall 8. und 4. stets
Stabilitdt, Fall 2. im allgemeinen Labilstdt des zugrunde ge-
legten Profils ergibt. Fir 1. und 4. haben wir dies im vorher-
gehenden schon bewiesen. Im Fall 8. setzen wir ¢ =¢, + 1 ¢;,
wo ¢, denjenigen reellen Wert von ¢ bedeutet, fiir den der

reelle Teil von 1
dy
(w ~ o)
-1

verschwindet. Dann wissen wir aus § 8, daB fiir ¢; = 0 der

imaginire Teil des Integrals T% né wird, fir ¢, > | («R)~"|

aber gleich — fo‘ ai. Also muB es aus Stetigkeitsgriinden

(vgl. § 8) eine Stelle ¢; >0 geben, an welcher auch der
imagindre Teil des Integrals (28) verschwindet. Die vier so
charakterisierten Losungen voy (28) liefern also eine GréBe ¢
mit positiv imaginirem Bestandteil, also stabile Schwingungen.

Der Fall 2. schlieBlich erfordert etwas ausfithrlichere Rech-
nungen. Bevor wir sie ausfithren, bemerken wir, dafl zu 2. auch
zwel Losungstypen von (28) gehoren, die sich nicht in der Form

+1 P
Yy
f w—of =0
-1

darstellen lassen. Wenn nidmlich w (4 1) =w (— 1) ist, so
lautet eine Losung von (28) ¢ =w — w (4 1); in der Tat
ist hier ¢ =0 fiir y =1+ 1 und y = — 1. Ferner kann es
vorkommen, daB z. B. w’ fir w =w (4 1) unendlich wird.
Dann ist auch

¥ = (o —wlt 1))f[:7——m—J

eine Losung von (8), die den Grenzbedmgungen geniigt, Wir
wollen hieranf nicht weiter eingehen, da dieser Fall im Teil II
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ausfihrlicher diskutiert werden wird. Wesentlich ist aber

noch zu bemerken, daB8 der Unterschied zwischen Fall 2. und 8.

gehr groB ist und daB es z. B. in keiner Weise geniigt, nach

Rayleigh ein krummes Profil durch ein Polygon anzundhern.
Zur Veranschaulichung dieses Unterschieds ist

+1
Re (/ () = Re [ s
—1

als Funktion von ¢ qualitativ in Fig. 1 dargestellt, wo die
ausgezogene Kurve dem krummen, die gestrichelten Kurven
Profil dem aus linearen Stiicken bestehen-
————— Niherungspolygon den Profile entsprechen. Man sieht,
daB jeder Knick eine neue Wurzel
Re (J) =0 verursacht, weil J im
Punkte ¢ = wgpe beim geknickten

0 Profil sich wie _———— verhilt. Dies

N entspricht dem bekannten Rayleigh-

l schen Satz, daB es soviel Schwin-

Y gungswurzeln wie Knicke gibt. Trotz-

dem besitzt das krumme Profil keine

X = Stellen, an denen  Schwingungswurzel. — Nach dieser

© = “Kaiek Bemerkung kehren wir zu unserer Be-

x  xfx x hauptung zuriick, daB die schwingungs-

s00 deo| s +eo fahigen Profile im allgemeinen bei

: fLir, i Beriicksichtigung der Reibung labil
M'%“ werden. . .

P Zum Beweise dieser Labilitit

it kehren wir zur Gleichung (25) wund

zu den genaueren Losungen im Sy-
stem II zuriick, Da wir wissen, daB
¢ bis auf GréBen der Ordnung («x R)~'
reell ist, konnen wir

(1) 2> e (+1)

annehmen. Vernachlissigen wir ferner
die Glieder der Ordnung (« R)~"* in (25),
80 erhalten wir nach leichten Umformungen:

+1
dy 1 1

@=0Ff  g— Dw(—D—0F g+ (+1)—cp

b oalh g

-00 ~00 =00 -0 -

Fig. 1.
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Setzen wir weiter ¢ = ¢ 4 6, wo ¢, die Nullstelle von J, 4 eine
kleine GroBe der Ordnung (« R)~*+ bedeutet. o« nehmen wir
der Einfachheit halber positiv an, dann kénnen wir auf der
rechten Seite ¢ durch ¢, ersetzen und die linke in eine Tay -
lorsche Reihe nach & entwickeln. So ergibt sich, wenn wir
die Taylorsche Reihe mit dem 2. Gliede abbrechen, was wir
ials hinreichende Niherung voraussetzen:

dJ

J(L) = J(co) + 8W(c=¢°)

und aus (25) wegen

Jle)=0; go=V—iaRw —¢
(iber das Vorzeichen vgl. 8. 585).
LA Ty RS L4 ST & £ BN
6 (e=co) feo — w(—1j}"* o (+ 1) — co]”®
Hieraus folgt wegen ¢, — w (— 1) > w (4 1) — ¢, (¢, soll niher
an w (4 1) liegen!), daB der imaginire Teil von 4, also auch

. . dJ
der von ¢ und von f dasselbe Vorzeichen hat, wie qo e

. . . aJ
und da8 Schwingungen, welche einem negativen Werte von ——

entsprechen, labilen Charakter tragen. Wenn also unser teil-
weise lineares Profil noch die Eigenschaft hat, daB%i— <0

18t an der Stelle w = ¢, 8o ist es labil. Diese Bedingung %ci <0

ist aber sehr hiufig, z. B. immer dann erfiillt, wenn der Punkt
w = c¢ in der Nihe der einen Wand (z. B. y = + 1) liegt und
das Profil von der Stelle w = ¢ bis zum Rand linear verliuft.

Zusammenfassend folgern wir:

Die Labilstit bzw. Stabslitit eines Profils kann bei allen
non uns bisher betrachieten Profilen schon durch das Verhalien
derselben bei resbungsloser Fliissighest entschieden werden. Profile,
e im letzteren Falle ungeddmpfter Schwingungen fdhig sind,
werden bey Beriicksichtigung der Reibung wunter bestimmten
Voraussetzungen labil. Die letzteren Profile miissen, wie oben
gozeigt, ganz spezielle Figenschaiten haben, z. B. entweder
teilweise aus linearen Stiicken zusammengesetzt sein, oder sie
miissen einen Wendepunkt w” = 0 besitzen (vgl. oben).

Diese Profile der Gattung 2. sind aber zugleich die einzigen,
die noch ein physikalisches Interesse beanspruchen kinnen. Denn
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nor sie besitzen ein Verhalten hinsichtlich ihrer Stabilitit,
das etwa den Vermutungen von Reynolds entspricht. Wir
werden im folgenden zeigen, daB diese Profile wirklich im
allgemeinen eine ,,kritische Reynoldssche Zahl besitzen (mit
Ausnahme der geknickten Profile).

§ 6. Die Reynoldssche Zahl der 8tabilititsgrense;
numerische Rechnung am Parabelprofil.

Wenn also ein Profil gegeben ist, das bei reibungsloser
Flissigkeit ungedémpfte Schwingungen zuld8t und mit Reibung
labil ist, so taucht die Frage auf: Welches ist der kleinste Wert
der Reynoldsschen Zahl, fiir den Labilitit eintritt ? Um diese
Frage zu beantworten, reichen die vereinfachten Gleichungen
(26), (26) usw. nicht aus. Wir miissen zur Gleichung (28) und
den Formen (11) und (14) fir die Integrale ¢, ¢, @5 ¢,
zuriickkehren. Es ist aber natiirlich ganz unmoghch allgemein
fiir ein beliebiges Profil w die kritische Reynoldssche Zahl
als Funktion von w und Integralen iiber w darzustellen; unsere
Aufgabe s0ll es nur sein, den Weg anzugeben, auf dem man zur
kritischen Geschwindigkeit gelangt und dann an einem spe-
ziellen Beispiele die Rechnung durchzufithren,

Da in unseren letzten Rechnungen « und E nur in der
Kombination « R vorgekommen sind (weil wir «2? als klein an-
nahmen), kénnen diese Rechnungen auch bestenfalls nur einen
kritischen Wert fiir « R, nicht aber fiir R allein liefern. Wir
miissen daher zundchst das Verhalten der Wurzeln von (28)
bei wachsendem «? untersuchen. Von den Wurzeln von (28)
interessieren uns hierbei nur die im Losungssystem II, welche
der Gleichung ¢, (+ 1) = 0 geniigen.

An Stelle von (28) miissen wir also die Gleichung

(28&){(’) f(wdy )2(1 +afdy w—c)zf(w_c). +.. )

p=0firy=—1 y=+1

diskutieren.  Besteht das Profil. wie bei Rayleigh, aus
linearen Stiicken, so gibt es (vgl. S. 598) stets eine Wurzel von
(28a) fiir jeden Knick und diese Wurzeln bleiben fiir jeden
Wert von «? bestehen. Das geknickte Profil liefert also keinen
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Maximalwert von «? und kann daher auch niemals auf eine
kritische Reynoldssche Zahl fithren.?)

Anders ist dies, wenn (vgl. 8. 597) eine Losung von (28)
hzw. (28a) mit reellem ¢ deswegen moglich ist, weil entweder
irgendwo im Profil w"’ = 0 ist oder weil w (4 1) = w (— 1),
¢ = w — w (+ 1) eine Losung von (28) darstellt. Diese letz-
teren Losungstypen liefern némlich immer nur fiir einen ganz
bestimmten Wert von a? eine Losung von (28a). Fir w'’'=0
ist ¢ schon festgelegt dadurch, daB eben w = ¢ sein soll fir
-’ =0; also definiert die Gleichung (28a) einen ganz be-
stimmten Wert a2. Fir den Fall w (4 1) = w (— 1) aber gibt
es offenbar nur fir «* = 0 eine Losung von (28a). |

Fiir diese Art von Losungen der Gleichung (28) bzw. (28a)
die im Limes R = oo durch einen ganz bestimmten Wert von
o2 charakterisiert sind. werden wir erwarten, daB sich bei Beriick-
sichtigung der Reibung « auch nur um geringe Betrige von seinem
,,bestimmten‘* Wert entfernen kann, das Auftreten eines Mazi-
malwertes (und im Falle w” = 0 auch eines Manimalwertes) fiir o
ist bei diesen Profilen sehr verstidndlich. Alle Schwingungen also,
deren Wellenlinge kletner ist, als eine bestimmte kritische Wellen-
linge, stnd in solchen Fdllen fiir alle Werte von a R geddmpft.

Nachdem eine obere Grenze fiir a2 gefunden ist, wird man
ilie ungefihre GroBe fiir die untere Grenze von o B zu be-
stimmen suchen. Eine einfache Untersuchung der Glei-
chung (25) lehrt, daB wesentliche Verinderungen im imagi-
niéiren Teil von ¢ erst eintreten, wenn der Exponent von e in
der Néherungsdarstellung (11) in ¢, (4 1), @, (4- 1) auf Werte der
GroBenordnung 1 gesunken ist. Ist dies aber der Fall, so
haben wir den kritischen Wert, bei dem der imaginire Teil
von ¢ von negativen zu positiven Werten iibergeht, sehr bald
erreicht, wie auch das Zahlenbeispiel zeigen wird. Nehmen
wir an, daB w zwischen w = ¢, (¢, = reeller Teil von ¢) und
w (+ 1) wesentlich linear verlduft, so lautet daher die Be-
dingung fiir die ungefihre Grofe von « R:

(29) (@ R [ (+ 1) — e,]' ~1
—_ v (+ 1)

1) Hierbei ist immer noch vorausgesetzt, da8 R und o« R groB und
o€ R sei. Moglicherweise treten also kritische Reynoldssche Zahlen
dann auf, wenn diese Voraussetzungen nicht mehr gelten. Die betreffen-

den Reynold sschen Zahlen R diirften aber dann bei so kleinen Werten
liegen, daB sie physikalisch sicher keine Bedeutung haben.
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oder
T A C 2 Vi

(298;) (&« .R)/“N m .
Da w (4 1) — ¢, in den uns interessierenden Fillen klein sein
wird, so kann man aus (29) vermutungsweise auf grofe kritische
Reynolds sche Zahlen schlieBen. Zugleich bemerken wir hier,
daB es fiir einen bestimmten Wert von R stets nicht nur einen
Maximalwert, sondern auch einen Minimalwert fir « der
labilen Schwingungen geben wird. Dies folgt daraus, daB wir
ja einen Minimalwert von « B (nicht R) gefunden haben.

Als numerisches Beispiel fiir unsere bisherigen allgemeinen
Rechnungen wihlen wir das Parabelprofil, weil es physikalisch
am interessantesten ist. Es gehort zur Klasse der ,,schwingungs-
fihigen Profile’ vom Typus w (4 1) = w (— 1).

Wir wollen auch hier nur die ebene Bewegung betrachten,
d. h. nicht die Poiseuillesche Stromung in Rohren, sondern
die Stromung, die zwischen zwei parallelen ruhenden Winden

(y=-+1, y= —1) unter Einfluf eines konstanten Druck-
gradienten herrscht. Wir setzen also
(30) w=1—y

Aus der Symmetrie von w und w — ¢ lifit sich ableiten,
daB ¢ eine gerade Funktion von y sein muB.!) Von den Lo-
sungen der Gleichung (7a) greifen wir also zwei symmetrische
partikuliare Integrale heraus und suchen die Grenzbedingungen
an der einen Wand, etwa y = — 1, zu befriedigen. Die an der
anderen Wand sind dann von selbst erfillt. Als das eine dieser
symmetrischen Integrale kann offenbar einfach ¢, genommen
werden. Fiir das andere wihlen wir:

9y L 9y
¢110) %5 (0)

1) Zerlegt man @ in einen in y geraden und einen ungeraden Teil,
so muB, wegen der Symmetrie von w — ¢ und w, jeder Teil von ¢ fiir sich
der Differentialgleichung (7a) und den Grenzbedingungen geniigen. Fiir
die allgemeine Stabilititsuntersuchung des Profils 1 — y* ist es daher
ausreichend, die beiden Fille ,,¢ gerade* und ,, ungerade getrennt und
nur diese beiden Fille zu behandeln. Es ist aber leicht zu sehen, daB die
Annahme symmetrischer Schwingungen, d. h. ,,p ungerade” zu keiner
Losung von (28) und daher nicht zu labilen Schwingungen fiihrt. Die
Annahme ,,¢ gerade” geniigt also zur Stabilititsuntersuchung. Dies
ist insofern bemerkenswert, als hiernach alle symmetrischen Schwin-
gungen stabil und nur unsymmetrische Stérungen labil sind.
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Wie aus (29a) hervorgeht, wird ¢ bei unserem Profil in
Nihe der kritischen Geschwindigkeit klein sein von der Ord-
nung (« R)~", wir werden also in den folgenden Rechnungen
Glieder von hoherer als erster Ordnung in ¢ streichen. Ferner
stellen wir fest, daB ¢, (0) > ¢, (0) sein wird, so daf sich in
der Umgebung von w = 0 und w = ¢ die zweite symmetrische
Junktion ¢ einfach auf ¢, (y) reduziert. Aus (16) geht dann
hervor, daB wir zur Befriedigung der Grenzbedingungen fir
i = — 1 die beiden Integrale ¢, und ¢, — 4 ¢, zur Verfiigung
haben, Gleichung (28) geht damit tiber in

gz (—1) (=1 —1¢ (—1)
g (—1) @ (=1 —ig (—1)
In @, ist hierbei als untere Grenze firr die auftretenden Inte-
grale immer ¥ = 0 zu nehmen, um die Symmetrie von ¢, zu
pewihrleisten. In ¢, werden wir ferner nur bis zu GréBen der
Ordnung «* entwickeln und bei der Entwicklung nach (x R)-!
mit den Gliedern der Ordnung (« R)~! abbrechen. Wir schreiben
nun (81) in der Form

(31) =0.

o/ (=D —ig/(=1) _g/(=1)
(32) ¢ (— 1) "__’i‘Pl (-1 @ (— 1)

Setzt man (11) und (14) ein, so ergibt sich

-1
2[V=iaRw - o)dy
Yo

¢ — +i]/¢'a1fc-=——29;
i/'V:—MT(;—_c;dy
(83)4 ° ‘: .
%[fdy(w—c)‘-}-a’ +LR ]
t :
1+a’j‘(w‘f_yc),fdy(w—c)"‘+a‘---+a—zR---
0 0

Da ¢ sehr klein wird, nebmen wir in erster Naherung w von o
bis ¢ als linear an: w ~2(y + 1). Dann wird

-1

(34) [Ve—wdy=—1c"

Yo
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Setzen wir z = %0% . (2wR)",’, so entsteht aus (88)

-1

dyw — ot +...
~(L+i)e : !f
e~ +de _ g 2 LI 1+at ...

Diege Gleichung ist zu (26) vollig analog. Uns interessiert vor
allem der Grenzwert R bzw. z, bei dem die labilen Schwin-
gungen sich in stabile verwandeln, also der imagindre Teil
von ¢ gerade Null ist. Dieser Grenzwert 2z wird natiirlich noch
von « abhingen. Wir nehmen also jetzt ¢ als reell an und er-
halten dadurch den Grenzwert von z bzw. R als Funktion
von «. Den Minimalwert von R auf dieser R («)-Kurve wird
man als charakteristische Reynoldssche Zahl fiir das Parabel-
profil angprechen. Die Durch-
rechnung zeigt nun, daB man
- Stabilitdt durch die Form (85) der Stabili-
0l titsgleichung nur den oberen
: Teil der Kurve R = R («) (in
der Fig. 2 ausgezogen) erhilt —
was ja nach den Betrachtungen
& von § 6 zu erwarten war, daB
T 23 man aber den unteren Teil der
VR-20 L ey Kurve R = R («) nur berechnen
@~ ¢ @2 @ % & kann, wenn man fir ¢, @,
Fig. 2. andere Néherungen [vgl. (198)]
als die asymptotischen For-
meln (11) verwendet. Die kritische Reynoldssche Zahl be-
zeichnet eben gerade das Gebiet, in welchem die asym-
ptotischen Formeln ihre Giiltigkeit verlieren. Da dieser Um-
stand zu sehr komplizierten numerischen Rechnungen fiihren
wirde und wir (vgl. § 7) allgemein der hier charakteri-
sierten Art von Labilitit keine wesentliche physikalische Be-
deutung beimessen konnen, haben wir zur Berechnung des
unteren Teiles (in Fig. 1 gestrichelt) der Kurve R = R (a)
rohe Schitzungen benutzt, die keinen Anspruch darauf machen
konnen, quantitative Ergebnisgse zu liefern. Das qualitative
Verhalten der Kurve wird aber wohl richtig wiedergegeben.
Wir entnehmen also aus der Fig. 2:

o
12015 Labilitdt

TT
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1. Es gibt sowohl einen Maximalwert von «, wie einen
Minimalwert von R, nach deren Uber- bzw. Unterschreitung
die Labilitat aufhort.

2. Fiir einen bestimmien Wert von R existiert sowohl ein
Mazwymal- wie auch ein Minimalwert von «; innerhalb dieser
Werte herrscht Labilstdt, auBerhalb Stabilitdt.

8. Der Maximalwert von « liegt etwa bei & = 0,7 (x2 = }).
Der Minimalwert von R bei GroBen der Ordnung 103. Eine
einigermafen genaue Berechnung dieses Minimalwertes aus der
Yigur ist nicht .mdglich.

§ 1. Physikalische Diskussion der Resultate des Teiles L.

Fasgsen wir noch einmal ausfiihrlich alle Ergebnigse zu-
sammen, die wir fir das Stabilitdtsproblem gefunden haben.
In erster Linie hat sich im Verlaufe der Rechnung gezeigt,
daB man allgemein die Frage nach der Stabilitit eines Profils
bei reibender Fliissigkeit entscheiden kann, wenn man, wie
Lord Rayleigh, den Grenzfall reibungsloger Flissigkeit
(Gleichung 8) behandelt. Profile, die dann, d. h. fiir R = oo
labil sind, bleiben dies auch fiir hinreichend groBe endliche
Werte von R (§ 4) — wie dies wohl von vornherein zu er-
warten war. Ebenso erweisen sich Profile, die im reibungs-
losen Falle ketner Schwingungen fahig sind, als stabil (§ 4) und
Profile, die bei der Untersuchung durch Gleichung (8) ungeddampfte
Schwingungen zulassen, im allgemeinen als labsl (§ 5). Dieser
letztere Fall ist offenbar der einzige, der physikalisch gegeniiber
der reibungslosen Hydrodynamik etwas Neues bedeutet. Wir
miisgen aber hervorheben, da8 er, entgegen dem, was man aus
Rayleighs Arbeiten zunichst schlieSen méchte, einen Aus-
nahmefall darstellt. Wenn man von den Moglichkeiten w (4 1)
=w (— 1), wpepna= 00 (§ 5) absieht, 80 ist es fiir das Ein-
treten dieses Ausnahmefalls notwendige Bedingung, daB irgendwo
in der Flassigkeit w'’ = 0 ist. Die von Rayleigh eingefithrten
geknickten, aus linearen Stiicken bestehenden Profile gehoren
zu diesen Ausnahmeprofilen; hieraus ist aber nur zu schlieBen,
daf eben gekriimmte Profile zum Zwecke der Stabilitdtsunter-
suchung nicht nach Rayleigh durch Polygone angenihert
werden diirfen (S. 598). Auch fiir iiberall gekriimmte Profile
(w" #F 0) findet man allerdings (§ 5) bei Beniitzung der Diffe-
rentialgleichungen mit Reibungsgliedern eventuell Schwin-
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gungen, die fiir jeden Wert von « R geddmpft sind, bei denen
aber im Limes R = oo der Betrag der Dimpfung wie (« R)~"
gegen Null geht; man hat also auch hier fir R =00 un-
gedimpfte Schwingungen. Diese Schwingungswurzeln gehen
aber verloren, wenn man die vereinfachte Differentialgleichung(8)
obne Reibungsglieder zugrunde legt. Insofern liegt also auch
hier keine Ausnahme der Regel vor, nach welcher dann,
wenn die reibungslose Gleichung (8) ungeddmpfte Schwingungen
zuliBt, die Beriicksichtigung der Reibung eine Anfachung er-
gibt. Die Moglichkeit ungeddmpfter Schwingungen fir die
Gleichung (8) muB aber, wie oben gesagt, als Ausnahmefall
betrachtet werden. Das Parabelprofil gehort zu diesen Aus-
nahmeprofilen (§ 6). Fragen wir bei den ,labilen Profilen*
weiter nach dem Wertebereich fiir R, innerhalb dessen Labilitit
stattfindet, so zeigt sich, daB auf ,krifische Reynoldssche
Zahlen'* auch sm allgemeinen nur Profile der letzten Klasse
fiihren konnen, d. h. nur solche, die ohne Reibung ungeddmpfte
Schwingungen zulassen. Von diesen lieferten aber die Rayleigh-
schen ,geknickiten Profile’* denmoch keine (vgl. auch §. 601,
Anm. 1) kritische Reynoldssche Zahl. Bei diesen gibt es nim-
lich wohl einen Minimalwert von « R, nicht aber einen
Maximalwert von «, also auch keinen Minimalwert von R fir
die Labilitdit (§ 6). Nur diejenigen Profile der letzen Klasse,
bet denen sm retbungslosen Falle nur ein bestimmter Wert von o
auf ungeddmpfte Schwingungen fiihrt (z. B. die Typen w” =0
fir w =c¢), w(+ 1) =w (— 1), ergeben einen Mazimalwert von
a und einen Mintmalwert von « R, also auch einen Minvmalwert
fir R. Fir einen bestimmten Wert von R gibt es daher bei
diesen Profilen sowohl einen Maximal- wie einen Minimalwert
von « fir die labilen Schwingungen. Alle diese Resultate sind
in Ubereinstimmung mit den bisherigen Stabilititsunter-
suchungen hydrodynamischer Profile.1)

Es fragt sich jetzt, wie si:h experimentell diese mathe-
matischen Resultate duflern werden. Es erscheint verwunder-
lich, daB sich empirisch die stabilen (z. B. das Couettesche?)

1) Vgl. die in der Einleitung zitierten Arbeiten.

2) Vgl. jedoch hierzu die interessanten Stabilititsuntersuchungen der
Couetteschen - Bewegung gegen dreidimensionale Stdrungen. G. J.
Taylor, Stability of a viscous liquid contained between two rotating
cylinders, Phil. Transact. of the Royal Society London 228, S, 289—343.
1922.
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und die labilen (z. B. das Poiseuillesche) Profile ganz
gleich verhalten. Oberhalb einer bestimmten Reynolds-
schen Zahl tritt bei hinreichenden Storungen Turbulenz
ein; macht man die Storungen moglichst klein, so 1iBt
gich das Laminarprofil bei beliebig hohen Reynoldsschen
Zahlen erhalten. Besonders die letztere Tatsache, die von
Ekman (a. a. O.) am Parabelprofil gepriift worden ist, scheint
bei den labilen Profilen im Widerspruch zur Theorie zu stehen.
s ist aber leicht zu erkennen, daBl dieser Widerspruch nur
scheinbar ist.}) Je kleiner nimlich die dufleren Stérungen sind,
um so linger dauert es (besonders bei hohen Reynoldsschen
Zahlen, da die Anfachung von der Ordnung («x R)~'zist (vgl.
§ 5), bis sie die Bewegung merklich beeinflussen; bei der
Strémung in Rohren wird man also diesen Zeitpunkt immer
80 weit hinausschieben kénnen, daB die betreffende Flissigkeits-
menge, um deren Stabilitit es sich handelt, das Rohr schon
wieder verlassen hat, wenn ihre Labilitit in Erscheinung tritt.
Die von uns berechnete Reynoldssche Zahl konnte also nur
an in sich geschlossenen Rohren gepriift werden, bei denen
immer dieselbe Flissigkeitsmenge strémt.?) Die Versuche von
Schiller (a. a. O.) andererseits, durch die gezeigt wird, daB
es unterbalb einer bestimmten Reynoldsschen Zahl nur
Laminarbewegung gibt, k6nnen durch Stabilititsuntersuchungen
tiberhaupt nicht erfaBt werden, da man hier gar nicht als ur-
spriingliche Bewegung die laminare hat, sondern da es sich
nur um die Existenz oder Nichtexistenz einer turbulenten
Bewegungsform dabei handelt. Jedenfalls ist aus allen diesen
Betrachtungen nur zu schlieBen, daB sich durch Stabilitéts-
betrachtungen allein das Turbulenzproblem eben durchaus
nicht 16sen laBt.

Immerhin kénnen uns die vorhergehenden Untersuchungen
auch fir das eigentliche Ziel, die Berechnung der turbulenten

1) Auf diese Moglichkeit, die Ekmanschen Versuche als eine Art
Anlaufeffekt aufzufassen, hat mich Hr. Professor Prandtl hingewiesen,
dem ich hierfiir und fiir viele andere wertvolle Hinweise an dieser Stelle
den herzlichsten Dank aussprechen méchte,

2) Vielleicht sind aber die Stérungen der Stabilitit, die Ruckes
a. a. O. bei ziemlich kleinen Reynoldsschen Zahlen beobachtet, durch
die Labilitit nach § 7 hervorgerufen. Dies wiire dann sehr wohl denkbar,
wenn die kritische Reynoldssche Zahl nach §7 unter derjenigen liegt,
bei welcher zum ersten Male Turbulenz (vgl. Teil IT) moglich ist.



608 W. Heisenberq.

Bewegung, wesentliche qualitative Ergebnisse liefern. Wenn
wir nimlich die turbulente Bewegung auffassen als eine be-
stimmte Grundstrémung mit fiberlagerten ungeddmpften Schwin-
gungen, so konnen wir aus unseren Rechnungen schlieBen,
daB der Minimalwert R, fir den dieser Bewegungstypus mog-
lich ist, wahrscheinlich ebenfalls bei Werten der Grofen-
ordnung 103 liegt; daB die Wellenlinge der ungeddampften
Schwingungen bei 2z 1/2, nimlich « bei Werten der Ordnung 1
liegt und daB o« fiir ein gegebenes R zwischen bestimmte,
eventuell sehr enge Grenzen eingeschlossen ist; daB ferner
diese Schwingungen, wie aus der Kleinheit von w (4+1) —¢
zu schlieBen ist, den Charakter einer Wandstorung haben.
Diese qualitativen Ergebnisse sind von der speziellen Form
der Grundstromung ganz unabhingig. Uber solche qualitativen
Anbhaltspunkte hinaus aber liefern die bisherigen Rechnungen
nichts, was uns der eigentlichen Liosung des Turbulenzproblems
niherbrichte.

IL Teil: Die turbulente Bewegung.
§ 1. Formulierung des mathematischen Problems.

Diejenige Reynoldssche Zahl, die man fiir gewohnlich als
die , kritische** bezeichnet, die z. B. in den Versuchen von
Schiller gemessen wird und die den Eintritt der Turbulenz
bei hinreichend grofien Storungen angibt, hat mit Stabilitéits-
fragen und mit der Laminarstromung nichts zu tun; sie ist
durchaus eine charakteristische Konstante der furbulenten Be-
wegung. Ebenso lassen das Blasiussche Widerstandsgesetz
und die aus ibm abgeleitete bekannte Folgerung, daB die
turbulente Geschwindigkeit in der Nihe einer Wand mit der
1/, ten Potenz der Wandentfernung anwichst, deutlich erkennen,
daB die sogenannte ,turbulente’* Bewegung ibre eigenen wohl
definierten GesetzmiBigkeiten hat und daB sie eine zweite
mogliche Bewegungsform der reibenden Flissigkeiten darstellt.
Zur Losung des Turbulenzproblems kann man also nur ver-
suchen die turbulente Bewegung ihrer Undefiniertheit zu ent-
kleiden und sie soweit zu idealisieren, bis sie der mathematischen
Analyse durch die Stokesschen Gleichungen zuginglich wird.

Das ,,Turbulenzproblem* der Hydrodynamik ist ein
Problem der energetischen, nicht der dynamischen Stabilitit.
Es gibt zwei verschiedene Bewegungsformen der reibenden
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Flissigkeit, von denen jede einen bestimmten Wertebereich der
Reynoldsschen Zahl besitzt, innerhalb dessen sie moglich
ist. Die Laminarstrémung ist moglich von R = 0 bis B = oo,
wird aber unter Umstéinden oberhalb eines bestimmten. Wertes
von R dynamisch labil. Die turbulente Bewegung dagegen
exigtiert erst oberhalb eines bestimmten kritischen Wertes von
R, ist dann aber immer?) energetisch stabiler als die Laminar-
bewegung. In demjenigen Bereich von R, in welchem beide
Bewegungsformen moglich sind, kann man daher stets die
Flissigkeit aus dem laminaren Zustand durch hinreichend
grofie Storungen, in den turbulenten Zustand ,herunterfallen*
lassen.

Um die turbulente Bewegung niherungsweise mathe-
matisch behandeln zu konnen, fassen wir wieder die Stromung
zwischen zweli parallelen Winden ins Auge und machen zu-
nichst folgende Annahmen?): Die Strémung soll a) um die
X-Achse symmetrisch, die begrenzenden Winde in Ruhe sein;
gie soll b) periodisch in der X-Richtung mit der Periode
27 /«3) und ¢) periodisch in der Zeit mit der Periode 25/ sein.
d) Alle Storungén sollen sich mit der Geschwindigkeit S8/«
relativ zur X-Achse fortpflanzen, d. h. wenn wir die Bewegung
in eine Fourierreihe entwickeln, 8o sollen in den Exponenten
von ¢ nur Vielfache von 1 (f{ — « £) vorkommen.*)

Die Fourierentwicklung der Stromfunktion soll also lauten:

©6) | ¥ = 9o ) + ¢ () e =+ @y () e ~iE -
+ %(y)c“"""”) + ...
Die mathematische Aufgabe besteht dann in der Er-
n@ttelung der (nach a) ungeraden Funktionen g, ¢;, @;...

1) Vgl. F. Noether, a. a. O.

2) Auch dieser Ansatz, der eine einfache Verallgemeinerung des
Sommerfeldschen Stabilititsansatzes darstellt, wurde zur Untersuchung
der turbulenten Bewegung selbst von F. Noether: Zur Theorie der
Turbulenz, Jahresber. d. deutsch., Math. Vereins 28, S. 138. 1914 obne
weitergehende Folgerungen angegeben.

3) Zur Annahme eines bestimmien o berechtigt uns das FErgebnis
von Teil I, daB « zwischen bestimmte Grenzen eingeschlossen ist, die
insbesondere in der Nahe des Minimalwertes von R sehr eng sind.

4) Wir brauchen nicht hervorzuheben, daB die wirklichen Be-
wegungsvorgange zweifellos viel komplizierter sind; trotzdem kann man
wohl erwarten, daB diese Ansitze qualitative Aussagen tiber die Tur-
bulenz gestatten.

Annslen der Physik. IV, Folge, 74. 41
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(@1, Py - .- lhonjugiert zu @,, @,). Der Grad der Konvergenz
der Reihe (86) ist zunichst vollig unbekannt, die Konvergenz-
frage kann erst entschieden werden nach der Berechnung
von @, ¢; ... Wollen wir die Genauigkeit bis zur n'e®
Niherung treiben, d. h. wollen wir ¢, ... ¢, berechnen, so be-
kommen wir offenbar (n 4 1) simultane Differentialgleichungen
tiir die (n -i- 1) unbekannten Funktionen ¢, ... ¢,. Im folgen-
den werden wir teils der ersten, teils der zweiten Naherung be-
diirfen. Wir gehen also mit dem Ansatz (86) in Gleichung (4)
ein, vergleichen beiderseits die Koeffizienten der periodischen
Funktionen und brechen mit dem Gliede ¢2:¥¢—*? und daher
mit @,, ¢, ab. Fur ¢, schreiben wir (wie in (6) fir @’) w.
So entstehen drei simultane Differentialgleichungen (die gleich-
zeitig entstehenden konjugierten Gleichungen brauchen wir
nicht hinzuschreiben):

( d‘ r - — r = o 4 1 rr
~d7[(¢1 P P2 F— P %)] = x5
” 5 ” ’ g 14 v
()" — ey) (w '—T) — g, — @y (" —a?Ey)
— 2, (" — @)+ 25, (py” "_4 o @,)
(37) + Py — detep)

(g — 26" + dhgy),

rner

' ” 1 ’ ” G
(g — detep,) (10 - %)— w0y + 2 e — o)

= 5o (s — 8P, "+ 16t ,).

Von diesen (Heichungen lifBt sich die erste zweimal integrieren
und liefert:

(B78) @) P1 — P P+ 2(Fa s — Fa'90) = _,:—E("" —-C-Cy.
C und C, bedeuten willkiirliche Integrationskonstanten.

Da die linke Seite von (37a) und w nach Forderung (a)
ungerade in y sind, so muB in unserem Falle C verschwinden.

Gehen wir von der zweiten auf die erste Naherung zuriick,
so reduziert sich unser Gleichungssystem auf zwei simultane
Differentialgleichungen fiir w und ¢;:
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PP = ‘ﬁg‘(w’ =Gy,
38 ” I’ ) ”ner ”
(39) (P _aijl)(w_%) —w (Px:#(q’l -2,

+ atepy).

Einschaltungsweise wollen wir uns jetzt uberlegen, was an
Stelle von (88) tritt, wenn wir nicht eine um die X-Achse
symmetrische Strémung (Forderung a), d.h. die Strémung
einer Fliissigkeit unter Druckgefiille zwischen zwei ruhenden
Winden, sondern eine um die X-Achse antisymmetrische
Stréomung (d. h. Strémung zwischen zwei relativ zueinander
bewegten Winden ohne Druckgefille wie beim Couetteschen
¥'all) betrachten. Forderung (b) und (c) sollen bestehen bleiben.
Der Ansatz (86) wird dann nicht mehr geniigen, da ¢,
¢, usw. bei beliebigem B/« keine geraden Funktionen mehr
sind; wir missen, um das ganze Stromungsbild ungerade zu
erhalten, auch noch die symmetrischen Schwingungen der
Form ¢i(-#*-%2 in den Ansatz firr y aufnehmen d. h. ¥ muB
heginnen mit den Gliedern

(P0+ q,l(‘y)ei(ﬂt —-az) + P, (___ Y e—iBt+azx) + 'Pl(.'/) e —i(ft—az) + e
Das hat zur Folge, daB in g schlieBlich alle Glieder der Form
eimpt—naa) gauftreten (Wegfallen der Forderung (d)).

An Stelle von (88) ergibt sich:

PP — P @ P @)+ By (— ) g (— )

- - - w’ —C
(89) (Px( ) P (—y) = aR( )

"

(§,"— ) (w - %) —wg = ,:R 7" —2et "
+ atgy).

Die beiden Gleichungen des Systems (88) bzw. (89) haben eine
einfache anschauliche Bedeutung.

Die zweite Gleichung ist nichts anderes, als unsere frithere
,»Stabilitatsgleichung' (7), weleche die Amplitude der einer Grund-
stromung w iiberlagerten Schwingung bestimmt und die Grund-
lage fiir unsere Untersnchungen im Teil I bildete. Die erste

41*
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Gleichung aber stellt den Impulssatz dar. Die linke Seite
dieser Gleichung gibt nidmlich im wesentlichen den durch die
turbulente Wirbelung im Mittel iibertragenen Impuls an?), das
Glied mit w’ rechts stellt die laminare Impulsiibertragung dar,
die Konstante C bzw. C, y ist die ,,Konstante'’ des Impuls-
satzes.

An den Winden ist wegen der Grenzbedingungen ¢, =¢,’=0,
Algo ist dort w'=C bzw. = C; Ywaa; an den Winden iiber-
wiegt also der laminare Impulstransport den turbulenten,
W wapa Wird im allgemeinen sehr groB sein (vgl. den nichsten
Paragraphen). In der Kanalmitte aber, d. h. im ganzen Kanal
auBerhalb der unmittelbaren Wandnéhe, ist w’ von der GriBen-
ordnung 1, also sehr klein gegen C bzw. C, y. Hier wird daher
der turbulente Impulstransport den laminaren véllig iber-
wiegen,

Der Bauart der Systeme (88) und (89) entspricht es, daB
wir eine triviale Losung derselben sofort angeben konnen,
nidmlich

=0, w=0C bzw. w =0C,y,
d. h, wir kommen so zur Laminarbewegung zuriick.

Unser Ziel muB es jetzt sein, iiber die nichttrivialen

Losungen von (88) und (89) bestimmte Resultate zu erhalten.

§ 2. Die turbulente Bewegung in Wandnihe und das
‘Widerstandsgesetz.

Das wichtigste Ergebnis iiber das Verhalten von w in un-
mittelbarer Nihe der Wénde ist das von v. Kérmaén (a. a. 0.)
durch Dimensiongbetrachtungen aus dem Blasiusschen Wider-
standsgesetz abgeleitete Gesetz, daB w in der Nihe einer
Wand wie %" anwichst (wenn 7 die Entfernung von der Wand
darstellt). Wir wiederholen kurz den Karménschen Ge-
dankengang, da wir uns dadurch allgemein dariiber orien-

1) Wir meinen hier den mittleren Impuls in der X-Richtung, der
bei unserem Problem in der Y-Richtung fibertragen wird. Der Impuls
in der X-Richtung ist im wesentlichen gleich u, die Geschwindigkeit des
den Impuls tragenden Teilchens in der Y-Richtung ist v, also der in der
Zeiteinheit tibertragene Impuls u-v, im Mittel u-v, was im Falle (36)
ergibt:

uv=—1ia(P @’ — ¢ @)
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tieren konnen, was wir — auch ohne das Blasiussche Gesetz
zu kennen — fiir das Verhalten von w in Wandnghe zu er-
warten haben.

Die an einer Wand angreifende Schubspannung = (d. h. also
der Widerstand) mu8 sich, wie aus Dimensionsbetrachtungen
leicht zu ersehen ist, darstellen lassen in der Form:

U
r=xp-Tofm),
wo x eine bestimmte dimensionslose Konstante bedeutet.
Wenn wir speziell ein Potenzgesetz annehmen, so ist
U . (U -hoe &
B u )

(40) t=x.opo Ri=xep-

Aus (40) folgt umgekehrt:
1
v (h\1-& L Ji+E
=) e
Die Geschwindigkeitsverteilung in Wandndéhe muf sich dann

durch eine Gleichung der Form darstellen:
1

_ 1 .= i 1-01+7 T

w_Tf_[r ¢ E(#) ] f(h)

(w ist hier wieder [vgl. (1) und (6)] dimensionslos gewihlt und
enthilt daher U im Nenner, # bedeutet den Abstand von der
Wand).

Nehmen wir wieder in 1. Niherung ein Potenzgesetz an
(o sei eine dimensionslose Konstante):

1
_o e, £1—5]1—+e l)’.
= U[to (4‘) (h

Fordert man jetzt, daB die Geschwindigkeitsverteilung in un-
mittelbarer Nihe der Wand nur von 7, g, g, nicht aber von &
abhingen soll, was physikalisch sehr plausibel ist, so folgt:
1-§

(41) ey Rl

Fiir £ =4, wie es dem Blasiusschen Gesetze entspricht,
ergibt sich also £ = .

Um uns iber die physikalische Bedeutung dieses Resul-
tats klar zu werden, bemerken wir: w ~n'* bedeutet, daB
w =dw/dn am Rande unendlich ist, daB also w sich un-
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endlich an die Wand anschmiegt. Nun ist es aber klar, da8
in Wirklichkeit w’ an der Wand nicht unendlich sein kann,
denn w' bedeutet ja gerade im wesentlichen die Schub-
spannung an der Wand und ist daher nach (40) bis auf einen
von R unabhéngigen Zahlenfaktor gleich R zu setzen.
(42) w'mnd ~ R‘E.
w’ an der Wand ist also bei den uns interessierenden groBen
Werten von R sehr groB. Die Geschwindigkeitsverteilung
w ~n'" wird ihrer Ableitung entsprechend nur im Grenz-
. fall unendlich groBen Wandabstandes oder reibungsloser
Flissigkeit (R = oo) in Strenge giiltig sein. Noch einfacher
1iBt sich dieser Sachverhalt iuberblicken, wenn wir das ge-
fundene Gesetz w ~ %' in der Form schreiben 7~ w’. Aus
der Tatsache endlicher Schubspannung wissen wir, daB das
erste Glied der Potenzentwicklung % (w) von der Form y, w
sein muB. Dieses Glied ist aber sehr klein, nimlich im wesent-
lichen gleich dem reziproken Werte von w’, also von der
Ordoung R~¢ (vgl. 42).

Die Meinung des abgeleiteten Gesetzes w ~x'* ist also
offenbar die, daB die Reihenentwicklung von 7 (w) anfangen
soll mit den Gliedern

(48) n=pwt+ypw +...

wo y, auBerordentlich klein ist, und daB daher das erste Glied
y, w fir einigermafen groBe Werte von w gegen das zweite
;7 w? gestrichen werden kann.

Nach den vorhergehenden Darlegungen erwarten wir un-
abhéngig von der Giiltigkeit des %-Gesetzes fiir das Aus-
sehen der Grundstrémung der turbulenten Bewegung in der
Mitte kleine Kriimmungen, in Wandnéhe Anschmiegen der
Grundstrémung an die Winde.

Fir - ein solches Profil gelten die Untersuchungen des
Tetles I nicht unmittelbar, denn wir haben dort w’, w'’ usw.
als endlich vorausgesetzt. Doch lassen sich diese Unter-
suchungen leicht auf solche Profile wie das hier vorkommende
verallgemeinern (vgl. § 5, S. 597). Insbesondere wird die Lo-
sung der reduzierten Gleichung (8) (also lim R = oo) mit
Befriedigung der Grenzbedingungen hier besonders einfach;
das soeben charakterisierte Profil gehort nach § 5, 8. 597 zu
den ,schwingungsfihigen, es existiert eine Losung von (28)
mit reellem ¢; dies ist auBerordentlich wichtig, zeigt es doch,
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daB die ,turbulenten Profile” immer ,Jlabil sind nach §5,
oder anders ausgedriickt, dafl gerade die Abweichung (42) vom
laminaren Widerstandsgesetz die Moglichkeit eines ,Jabilen’’
Profils, also der Turbulenz gibt.

Die Ldsung von (28) heiBit fiir « =0

(44) —[w—w(+11f T

Daf ¢ fir y = — 1 Null wird, haben wir durch Wahl der
unteren Grenze des Integrals erreicht; daB es aber auch fiir
y= -+ 1 Null wird, wegen der Wahl ¢ = w (4 1) ist leicht
zu sehen aus folgender Umformung:

w(-
Das Integral der rechten Seite wird ndmlich im Punkte
w = w (4 1) von niedrigerer Ordnung unendlich als &7:7}(7-'1_)’
da w’ dort (im Limes R = oo) unendlich wird. Also ist ¢, = 0
fir y = + 1. Durch (44) haben wir im Limes reibungsloser
Flissigkeit die Amplitude der turbulenten Schwingungen dar-
gestellt und aus den Grenzbedingungen den Wert fir f/a,

nimlich §/a = w (-+ 1) abgeleitet. Es ist aber selbstverstind-
lich, daB auch die zu (44) symmetrische Losung

(444a) =[w— w{— l]f —u(— Ve
den Grenzbedingungen geniigt; also gilt hier ¢ =w (—1).
Bei der Couetteschen Anordnung schlieBen wir daher aus
(44) und (44 a), daB zwei zueinander symmetrische Schwingungs-
gyteme existieren, deren Wellengeschwindigkeit bzw. mit den
Geschwindigkeiten der beiden Winde (w (4-1) und w (— 1))
tibereinstimmen.

Fir die symmetrische Strémung zwischen zwei ruhenden
Winden dagegen ist w (4 1)=w(—1)=0. Aus (44). und
(44a) schlieBen wir dann, daB jedes Integral der Form

lp-wf 208

den Grenzbedingungen geniigt. Aus der Forderung (a), daB
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@ ungerade sein soll, ergibt sich aber, daB wir als untere

Grenze des Integrals f ig y = 0 wihlen miissen; also
y
d
(44b) g=uwfF-
v

Im Falle symmetrischer Strémung gilt also insbesondere
tiar B/a:
(440) o+ D =w(-1=L£ -0,

Von der turbulenten Grundstrémung interessiert uns zu-
nichst am meisten die Art der Singularitidt derselben an den
Wiinden, also wenn wir annéhmen w ~ 5? , der Exponent e&. Wir
wollen zu zeigen versuchen, daB aus den Differentialgleichungen
(88) bzw. (89) im Limes B = co wenigstens in unmittelbarer
Wandnéihe tatsichlich ein solches Potenzgesetz mit dem
Exponenten & =4 folgt. Dabei ist allerdings der Konvergenz-
bereich der benutzten Potenzreihen nicht sicher gestellt, so
daB die Schliisse, soweit sie auf die Gestalt des Profils in
einigem Abstand von der Wand angewendet werden, unsicher
gind. Wir entwickeln ¢; und w in der Umgebung von 5 =0
nach ganzen und positiven Potenzen von 7 — dies ist mog-
lich fiir jedes endliche — und dann umgekehrt # nach ganzen
Potenzen von w. So werden wir direkt zu der Formel (48)
fiir n (w) gefiihrt.

Wir behaupten — und dies ist das wichtigste Resultat,

das wir spiiter brauchen —g, 1liBt sich in 1. Niherung darstellen
durch eine Reihe der Form

pr=ognttasf+oagn® ...,

WO ay, g . . . reelle, ag, a, ... rein imaginire Konstanten sind;
ferner ist w von der Form:

(45) w=Fn+Bn+...

Diese Behauptung 14Bt sich fiir die Differentialgleichungen (38)
direkt durch Ansatz von ¢ und w mit unbestimmten Koeffi-
zienten beweisen, wenn die Glieder «,, oy, oy, ; und B, B,
gegeben sind. Suchen wir also vorerst diese Glieder zu be-
stimmen. Zundchst muB ¢, und ¢," fiir 5 =0 wegen der
Grenzbedingungen Null sein, also fingt die Reihe fiir ¢, mit
oy n? an (ay =a; = 0). DaB ferner das folgende Glied a4 3
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wegfallt, d. h. sehr klein wird gegen die iibrigen Glieder, kénnen
wir nachtriglich verifizieren. FEinschaltungsweise wollen wir
hier zu diesem Zwecke durch einmalige néiherungsweise Inte-
gration der zweiten Gleichung (88) beweisen, daB «; von der
GroBenordnung o R wird. Fir «? = 0 lautet Gleichung (88)

¢ ("’ - %) — = ',,—117 @
woraus folgt:

(46) o (o= L) =g =50 + 4.

Die Konstante A ist hierin von derselben GroSenordnung,
wie die linke Seite von (46) in der Mitte des Kanals, also
hochstens von der GroSenordnung 1 (vgl. I, § 2). ¢, am
Rande ist daher wegen der Grenzbedingungen von der Ord-
mung o B. Dasselbe gilt fiir o,.

Nehmen wir also einstweilen o, als klein an und suchen
dies spiter zu rechtfertigen. Von den Konstanten g, B, ist
die erste B, wegen Forderung (a) §1 gleich Null.

Die Konstanten a, und #, sind zuniichst willkirlich!) und
wir haben auch keine Moglichkeit, sie aus der Losung der
Differentialgleichungen (88) und (89) in Wandnihe abzuleiten.
Diese Moglichkeit bestinde erst, wenn es uns gelinge, die
Lésung (45) analytisch bis zur anderen Wand fortzusetzen.
Diese Aufgabe jedoch ist mathematisch auBerordentlich kompli-
giert, schon deswegen, weil, wie sich zeigen wird, die ver-
einfachten Gleichungen (88), (89) nicht ausreichen, um ¢, und
w in der Mitte des Kanals zu bestimmen. Obwohl wir dem-
nach auf die Liosung dieser Aufgabe verzichten miissen, kénnen
wir doch erwarten, daf wir durch die blofe Entwicklung von
¢, und w in der Néhe einer Wand mit unbestimmten Koeffi-
zienten «,, B, doch diejenigen qualitativen Eigenschaften von
w und @, in Wandnéhe erhalten kénnen, die erfahrungsgemaf
ganz unabhingig sind von dem Verhalten der Fliissigkeit in
der Kanalmitte wie z. B. das Gesetz w ~ %'

1) Wir wollen «, als reell annehmen; dies bedeutet keine Be-
schrinkung der Allgemeinheit, denn ¢, ist nur bis auf einen Faktor der

Form e'* bestimmt, da man in (36) den Anfangspunkt der Zeit beliebig
wihlen kann.
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Gehen wir mit dem Ansatz:

pr=ogn® + oyt +o57° 4 ...

w=Fn+ Bt b+ ..
in Gleichung (88) ein, wobei wir die zweite Gleichung durch
(46) ersetzen. Wir nehmen also wieder « als sehr klein an,
was hier nur bedeutet (vgl. I, § 2), daB die Wellenléinge der
Schwingungen grof sein soll gegeniiber der Grenzschichtdicke.

AuBerdem setzen wir nach (44c)
£ .
[+
Firr die erste Gleichung (88) schreiben wir ferner

(47) { —iaR(p)'q — ¢ ¢)=2eR (g, ¢, — ¢y, ,,)
= — Cl y.
Hierin bedeutet ¢;, den reellen, ¢,; den imagindren Teil
von ¢;.
Aus (46) und (47) folgen jetzt die Rekursionsformeln

4 al— e — De=— iR S0~ 2961 e,

(49) nB, =2« R'gzc(n——2s)a‘,,_,[>’" ;

dazu ﬂl = 01 YRand »
28, = C, .

Hierin bedeutet o, «, den reellen bzw. imaginiren Teil
von a,.

Aus (48) folgt zunichst
oy = 0.
Aus (49) ergibt gich dann:
Bs=Bs=Bs =fs =0.
Auch f, konnen wir naberungsweise Null setzen.
Aus (49) folgt ndmlich

PR

2 YRand ’

das Glied B,7% ist also far sehr kleine 7 gegen das erste

Glied B, 7 zu vernachléssigen; fiir groBere # aber iiberwiegen
die hoheren Glieder £, 7" usw. villig.
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Nehmen wir also auch B, =0 an und rechnen so die
hoheren Glieder der Reihen fiir f;, und w aus.
Es folgt

(-.'5-=—zaR 65, g =a; =0; as——(aR)’ 5“’5‘7 e Ts)

9—¢xm=0,
3
_ 3 a® By a 6°
@, = —(«R) (2-7-9-10-11 8.5-6.8.9.10- 11)
tyy =ty =0.

By = (“R)’a’mﬂl: Bo=By=Pro= P11 = Pa=0;

= (e B¢ o' ay' 8 .

frs = (@ R) (5-5-6-8-11-18-14 R TIT

Die von uns behauptete Darstellung (45) fir w ist also be-
wiesen und es liBt sich leicht zeigen, dafl auch von den weiteren
Gliedern B nur jedes sechste Glied einen endlichen Wert hat.

Fir die Darstellung von 7 als Potenzreihe nach w folgt
hieraus:

"1=71w+77w7+7 U2 S
1 I
/50) g 77 = (e B)? 70{37 ’

3.3.17 o
- 4 — L] .
1o = (e B) (7-10-10-11-13-(31" 5-5-6-8-11-13-14&1“)

Die Glieder y; bis v, v, bis 15, y1, usw. sind alle gleich
Null.y)

Die Entwicklung (50) stimmt nun in der Tat vollig mit
(48) iiberein und auch ohne Kenntnis der Konstanten o, und g,
scheinen wir 80 zu dem von Kérmén halbempirisch abge-
leiteten Gesetz n ~ w’ zu gelangen. Die Koeffizienten y; und y,
lassen sich jedoch nicht berechnen. Umgekehrt koénnen wir
vielleicht aus dem empirischen Befund fiir die Koeffizienten f;
und «, schlieBen, daB y, von der GroBenordnung 1, y, von der
Ordnung (x R)~"*, also a, ~ (« R)"* ist. Nachtriiglich bestatigen
wir o auch unsere frithere Behauptung oy 7 € o,. Fragt man
sich nach der GriéBenordnung der Werte von w, fir die das

1) Diese Potenzreihe 7 (w) 1aBt sich natiirlich auch direkt aus (46)
und (47) ableiten, ohne den Umweg iiber die Reihe von w(7), wenn w

als unabhiingige Variable eingefithrt wird. Doch sind die dazu ndtigen
Rechnungen etwas komplizierter.
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8. Glied in (50) klein ist gegen das zweite, fir die also
das w'-Profil wirklich gilt, so ergibt sich w ~ B,~", also
~ R, Aus den Differentialgleichungen (88) folgt nach
alledem das Profil w ~#"" zunichst nur qualitativ; dariber,
daB das #-Profil fast bis zur Kanalmitte hin beobachtet ist,
geben unsere Rechnungen keinen Aufschluf. Das war jedoch
auch nicht zu erwarten, denn die iibrigen Konstanten, die
in das Gesetz eingehen, hingen auch von dem Verbalten der
Flussigkeit an der gegeniiberliegenden Wand ab.

Fassen wir einschaltungsweise noch einmal kurz zusammen,
welche Vernachlissigungen wir bei der Ableitung von (50)
aus (48) und (49) begangen haben und suchen dadurch zu
bestimmen, mit welcher Genauigkeit die aus (50) gezogenen
Schliisse richtig sind. Zunichst haben wir das System (88)
statt (87) benutzt, also GroBen der Ordnung ¢,/w gestrichen.
Ferner haben wir ay = 0, f/a =0, B, = 0 gesetzt und damit
GroBen der Ordnung

o R/} g Ban [
o 0 A bzw. ;ﬂ,
vernachliassigt. Die Genauigkeit unserer Rechnungen wird
durch das groBte der hier vernachlissigten Glieder bestimmt
sein. Einfache GroBenordnungsbetrachtungen, die wir hier
nicht durchfithren, machen es wahrscheinlich, daB von diesen
Gliedern ¢,/w das groBte ist, daB aber auch dieses Glied mit
B> oo gegen Null geht, Durch Wabl eines hinreichend groSen
Wertes fiir R wird man also die Grenauigkeit der aus (48),( 49)
und (50) abgeleiteten Resultate beliebig weit treiben konnen.
Was das Blasiussche Widerstandsgesetz betrifft, so 1a08t
sich dieses natiirlich umgekehrt nach dem oben geschilderten
Verfahren mittels Dimensionsbetrachtungen aus dem Gesetz
n ~w" herleiten, wenn man, wie geschehen, annimmt, daB
dag Verhalten von w in Wandnihe von der Kanalbreite un-
abhiingig ist. Die Frage aber, ob auch diese letztere physikalisch
gehr plausible Annahme aus den Differentialgleichungen (38)
bzw. (89) folgt, miissen wir aus den oben angegebenen (riinden
(Unméglichkeit der analytischen Fortsetzung) unbeantwortet
lassen.
Eine bemerkenswerte direkte Folgerung iiber das Wider-
standsgesetz konnen wir jedoch aus (88) und (89) durch GroB8en-
ordnungsbetrachtungen ziehen. Im Kanal, die unmittelbare
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Wandnihe und den Punkt y =0 [vgl. u. (66)] ausgeschlossen,
kann man nidmlich statt der ersten Gleichung (88) wegen der
GroBe von C; schreiben (vgl. S. 612)

(61) ia R(g) ¢ — &) ¢)) =Cr 9.
Da nun die Amplitude @, nicht mit B> co gegen unendlich
gehen kann — dies wirde allen unseren Rechnungen den

physikalischen Sinn nehmen —, so folgt, daB C; hochstens
groB von der Ordnung « R ist, daB also der Exponent § von
Gleichung (40) < 1 sein muB (was ja auch in gewisser Weise
aus (41) hervorgeht). Daraus folgt [vgl. Gleichung (42) und
(40)]), daB das in der Hydraulik gewdhnlich angenommene
Widerstandsgesetz T — const-U? eine obere Grenze fiir alle
denkbaren Widerstandsgesetze der Turbulenz darstellt, die
unabhdngig ist von der Wandbeschaffenheit. Man kann ver-
mutungsweise schlieBen, daB das Gesetz T ~ U« nur giiltig ist
fir glatte Wiande — nur firr diese haben wir ja auch # ~ w’
erhalten —, daB sich aber das Widerstandsgesetz fiir rauhe
Wiinde immer mehr dem quadratischen annéhert.’) Denn fir
rauhe Winde wird die Amplitude ¢, von R unabhéngig und
von der Grofe der Wandstérungen sein — auBerdem werden
fir rauhe Winde die Grenzbedingungen nicht mehr ver-
ursachen, daf ¢, in erster Niherung reell ist, wie es der
Gleichung (44) entspricht.

An den Schliissen dieses Paragraphen éndert sich nichts,
wenn man an Stelle der Differentialgleichungen (88) die Glei-
chungen (89) zugrunde legt.

§ 3. Die turbulente Bewegung auBerhalb der unmittslbaren
‘Wandnithe.

Fir die Bewegung in der Kanalmitte ist es wesentlich,
daBl sich @, hier aus denjenigen beiden Integralen von (7a)
zusammensetzt, die schon bei der reibungslosen Flissigkeit,
also fiir Gleichung (8) auftreten (vgl. I, § 2). Die wichtigste
hieraus folgende Eigenschaft von ¢, ist die, daB es, bis auf
GroBen der Ordnung @, und («x R)-! der Bedingung

(52) ¢ F1— 41 ¢, = const.
genugt.

1) Vgl. die genaueren Untersuchungen von v. Kirmén a. a. O,
und die experimentellen Untersuchungen von Schiller, ‘dieselbe Zeit-
schrift 8. S. 2. 1923.
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Dies ergibt sich vermoge des Abelschen Satzes aus der
Tatsache, daB, bis auf GroBen der Ordnung ¢, und (« B)-! ¢,,
und ¢,; (der reelle bzw. imaginire Teil von ¢,) Losungen der
Differentialgleichung (8) sind.

Daraus ist zu schlieBen, dafl die Gleichungen (88) bzw. (39)
nicht ausreichen, um die Bewegung in der ganzen Kanalbreite
festzulegen, daB wir vielmehr zu Gleichung (87) und zu dem
ihr im Couetteschen Fall entsprechenden Gleichungssystem
zurtickgreifen miissen.

Dies bringt i allgemeinen eine Komplizierung der mathe-
matischen Aufgabe mit sich. Nur im Couetteschen Fall
18t sich die Aufgabe verhiltnismiBig leicht losen, weil die
erste Gleichung (89) bis auf GriBen der Ordnung w'/C also
(x R)~" und ¢,2, vgl. (87), mit Gleichung (52) iibereinstimmt.
Wiahrend also Gleichung (52) ihrer Ableitung aus dem Abel-
schen Satz geméf nur bis auf GroBen der Ordnung ¢, richtig
ist, soll hier im Couetteschen Fall noch (39) bis auf GréBen
der Ordnung ¢,* gelten. Dieser Forderung wird Geniige ge-
leistet, wenn wir setzen:

(58) 72 =0.

Diese Gleichung ist also als Lésung unserer zugrunde ge-
legten Differentialgleichung fiir den Couetteschen Fall an-
zusehen.

Aus (58) wiirde fiir ¢, aus (87) folgen

(54) 7 — @ =0

Nun gilt fiir den Couetteschen Fall nicht das System (87),
sondern ein komplizierteres, das wir hier nicht anschreiben
wollen. Wir geben aber von ihm an, dal es ebenso wie (87)
fir @, = 0 zur Losung (54) fihrt und daher zum Ergebnis:

(55) @ =ae’¥ {-ber¥

Hier sind a, b, ¥ irgendwelche komplexe Konstanten. Fiir
w folgt dann aus der 2. Gleichung (89) bzw. aus ihrer redu-
zierten Form (8):

(56) W — ¢ =a,en? |- b en¥,

Da nun w — ¢ = 0 sein soll.an der einen Wand, da anderer-
seits w ungerade sein soll um y = 0, so folgt, daB w einfach

durch Nullwerden von y, und geeignetes Wachsen von @, und
b, zum linearen Profil ausarten muB.
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Wir erhalten also das wichtige Resultat, daf beim Couette-
schen Fall das Grundprofil w der turbulenten Bewegung in der
ganzen Kanalbreite wesentlich linear verlduft (— jedoch stark
abweichend vom laminaren Profil; es wird viel flacher sein,
als das laminare —) [daf es sich aber (vgl. IL. § 2) am Rand
wieder wie 1"t an die Winde anschmiegt].

Gehen wir nun zum komplizierteren Fall einer Strémung
zwischen zwei ruhenden Winden, also genau zum System (37)
iber. Zur Losung miissen wir uns naturgemiB mit rohen
Niitherungen begniigen. Zuniichst konnen wir in (87) die
rechten Seiten aller drei Gleichungen, némlich die Reibungs-
glieder, streichen — dies wird durch die Uberlegungen von I,
§ 2 vollauf gerechtfertigt. Dann setzen wir [vgl. Gleichung (44¢)]
Bla=0.

Fiir ¢, erhalten wir so an Stelle der zweiten Gleichung (87)
(57) {%”w —w'p —dlwp — g, (3"~ ) — 29, (7,

— 2§+ 29, (" — 4’ @) + Gy (9, " — 4 )= 0.
Entwickeln wir ¢, als Losung der Gleichung (57) noch Potenzen
von «? einerseits, von ¢, andererseits, bemerken ferner, dafl

@, ungerade sein soll (vgl. 44b) und schreiben ¢, = @yq + @41,
so ergibt sich bei Beriicksichtigung nur der linearen Glieder:

¥y
d
(58) o= aw [LX.
0

y.
d ’ ” ne
(59) ‘Pu“a"’f%fd.’/(“zw%o‘*'% P10+ 293 910
6 0

=20, P, — PP

Hierein ist ¢, natiirlich nur bis auf einen konstanten Faktor a
bestimmt, den wir hier, was keine Beschrinkung bedeutet,
reell angenommen haben.

Gehen wir mit diesem Werte von ¢, in die vereinfachte
1. Gleichung (87), néimlich:

(60) 1P — P ¢, = const.

ein, so ergibt sich, wenn ¢,; den imaginiren Teil von ¢, be-
zeichnet:

y
14 14 nr 14 " ° d
(61) (P P10+ 202 Pro” — 2P10 P — Pro Pai ,)f‘,;g=c°n3t-
0
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Jetzt geniigt aber @, wie aus der dritten Gleichung (87) und
daraus, daB ¢, in erster Niaherung reell ist, folgt, der Gleichung

(62) @i W — g w’ =0,
also y
d
(63) (p’i=bwf—';,y—=cq3m.
0

Gehen wir mit diesem Werte von ¢,; in (68) ein, bedenken wir
ferner, daB fir y = 0 die linke Seite von (61) und damit die
Konstante der rechten Seite Null ist (dies bedeutet fiir die
Konstante der rechten Seite von (60) pur, daf sie in erster
Niherung Null, d. h. klein von der Ordnung ¢, ¢,® bzw. «? ¢, @,
oder «* ¢, ist), so erhalten wir

(64) P10 P10 — P10 P10 = 9,

was vollstindig mit (54) tbereinstimmt.

Diese Gleichung wird nun allerdings, ebenso wie (54), in
der Umgebung des Punktes y = 0 trivial, sie ist, weil ¢ eine
ungerade Punktion von y ist, dort identisch erfiillt. Sie kann
also dort auch keine Bestimmung von w liefern. Dies fithrt beim
symmetrischen Profil (64) zu einer merkwiirdigen Unstetigkeit
im Punkte y = 0. (Beim ungeraden Profil ist eine solche Un-
stetigkeit aus den Differentialgleichungen nicht zu erkennen).
Intergriert man nimlich (87a), so erhilt man, wie oben gezeigt,
nach einmaliger Integration die Gleichung:

(65) 2a B[&"y ¢1— ¢ @ -+ 2 (P2 po— @ @)+ .. .]=0"—C
[wo C (vgl. 8. 612) bei Giltigkeit des Blasiusschen Gesetzes
von der GroBenordnung (« R)%, also jedenfalls sehr groB ist].
Die linke Seite von (65) verschwindet aber mit ¢, und ¢, (die
ja ungerade Funktionen von y sind) an der Stelle y = 0. Dort

muf also gelten
(66) wy-o = C.

Dies bedeutet, daB w, ..o sehr groB ist (~ (x R)"), daB also w
an der Stelle y = 0 einen scharfen Knick!) (Kriimmungsradius

1) Auf diesen Knick hat mich freudlicherweise Hr. Prof. Prandtl
auf Grund des empirischen Materials hingewiesen. Der Knick scheint
dabei empirisch nicht so scharf zu sein, wie ihn die Rechnung ergibt, was
sich wohl zwanggslos dadurch erklart, daB eben die Annahme (a) S. 609
iber die Symmetrie auch der Wirbel und Stérungen nicht genau der
Wirklichkeit entspricht.
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~ (x R)~) aufweist. In geringer Entfernung von diesem
Punkt muB w nach (64) wieder wesentlich linear verlaufen.

Wir erhalten das Resultat:

Auch bei der Stromung zwischen zwer ruhenden Winden —
was stch wohl auch auf die Stromung im Rohr dibertragen lift —
verlduft das Profil maherungsweise iiber die ganze Kanalbrette
linear, in der Mitte jedoch besitzt es einen

scharfen. Knick (an die Winde schmiegt Knjek
es sich mit dem y'-Gesetz an). (Vgl
Fig. 8.)

Die physikalische Ursache des scharfen
Knicks ist die, dafBl der Gradient der tur-
bulenten Impulsiibertragung fiir y = 0 aus
Symmetriegrinden verschwindet, daf8 also, y--7 y-0  y-r
weil der Gradient der gesamten Impuls- Fig. 8.
iibertragung iber die Kanalbreite Fkon-
stant ist, der Gradient der laminaren Impulsiibertragung,
d. h. %" dort sehr grof sein muf.

§ 4. BechluS8bemerkungen und Zusammenfassung
der physikalischen Ergebnisse.

Unsere Untersuchungen haben noch zwei wesentliche
Liicken: FErstens liefern sie nicht den Ubergang von dem
7-Profil in das im mittleren Teil giiltige lineare Profil
und zweitens beschrinken sie sich auf groBe Werte von
R, liefern also auch nicht den Minimalwert von R, falls ein
solcher existiert, fiir den die turbulente Bewegung noch maoglich
ist. Die erste dieser beiden Liicken ist am schwersten aus-
zufilllen (vgl. 8. 617) und wir kénnen auch kein Verfahren
angeben, das in befriedigender Weise die hier gestellte Auf-
gabe losen wiirde. Man kann versuchen, die beiden von der
Wand und der Kanalmitte herkommenden Niherungen an-
einander zu stickeln, was durch die Bedingung geschehen
miiBte, daB an der betreffenden Ansatzstelle ¢y, @/, @, @,
w und w' stetig sein sollen; die Konvergenz der Entwicklungen
(45) und (50) reicht aber kaum aus, um so eine einigermafien
definierte Niherung zu garantieren. Jedenfalls hingt das End-
resultat, das Profil w, noch stark von der Art der Zusammen-
getzung der beiden Niherungen ab. Es muB schlieflich auch
alg fraglich betrachtet werden, ob eine solche exakte Durch.

Annalen der Phynik. IV, Folge, 74. 42
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fubrung der Ansitze (S.609) wesentlich neue physikalische
Resultate in Ubereinstimmung mit der Erfahrung liefern wiirde,
da diese Ansitze zweifellos eine sehr starke Idealisierung der
Wirklichkeit bedeuten.

Die Ausfillung der zweiten Liicke dagegen bietet prinzi-
piell gar keine Schwierigkeiten, alle Hilfsmittel dazu sind
schon im Teil I enthalten, und wenn einmal das Profil w voll-
stindig bekannt ist, so reichen die im Teil I geschilderten
Methoden prinzipiell- aus, um nach Art von I, §6 den
Minimalwert von R zu berechnen, fiir den die turbulente
Bewegung moglich ist. Man konnte z. B. die kritische
Reynoldssche Zahl fiir ein Profil berechnen, das nach dem
oben erwihnten Verfahren durch Anstiickelung der beiden
Naherungen gewonnen ist oder man konnte fiir diese Unter-
suchung das empirisch beobachtete Profil zugrunde legen und
g0 die Reynoldssche Zahl auf halbempirischem Wege aus-
rechnen. In jedem Falle wird man wohl — das haben die
Untersuchungen im Teil I wahrscheinlich gemacht und direkte,
hier nicht angegebene Rechnungen bestdtigt — zur selben
Grofenordnung der kritischen Reynoldsschen Zahl, niamlich
R ~10% kommen; der genaue Wert von R wird allerdings
noch zu sehr von der Art abhingen, wie das Profil gewonnen
wurde, als daf wir Vergleiche mit der Erfahrung ziehen
konnten.  Deshalb haben wir hier noch keine derartige
Berechnung von R durchgefithrt.

Fassen wir zum SchluB zusammen, was als physika-
lisches Ergebnis aus unseren Untersuchungen iiber das
"Turbulenzproblem zu schlielen ist: Im Teil I haben wir er-
kannt, daB die laminare Bewegung und ihre Stabilitits-
verhiltnisse keine wesentliche Bedeutung fiir das Turbulenz-
problem und die kritische Reynoldssche Zahl besitzen. Im
Teil IT aber haben wir die turbulente Bewegung selbst unter-
gucht und koénnen daraus einige Angaben iiber den turbulenten
Bewegungszustand machen: Allgemein besitzt die Ge-
:schwindigkeitsverteilung iiber den ganzen Kanal einfachsten
‘Charakter, sie ist — je nach den Versuchsbedingungen —
linear oder konstant (§8), in der Mitte besitzt sie bei der
(symmetrischen) Strémung zwischen zwei ruhenden Winden
-einen scharfen Knick; an den Winden schmiegt sie sich im
n-Profil den Winden an (§2). Dariiber, daB das *-Profil
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bis weit in das Kanalinnere hinein Gilltigkeit besitzt, geben
die Rechnungen keinen AufschluB. Die turbulenten Schwin-
gungen verlaufen beim Couetteschen Fall im Innern des
Kanals nahezu harmonisch (§8, Gl (58)), in der Niahe der
Winde treten alle Oberschwingungen auf. Die Geschwindigkeit
der Wellen stimmt mit der Wandgeschwindigkeit iiberein (§ 2
Gl. 4—44¢), beim Couetteschen Fall gibt es zwei Gruppen
von turbulenten Schwingungen, deren eine hinsichtlich ihrer
Fortpflanzungsgeschwindigkeit mit der einen Wand iberein-
stimmt, wibrend die andere die Geschwindigkeit der anderen
Wand besitzt. Die turbulenten Stérungen tragen also duBer-
lich den Charakter einer Wandstérung. Dabei ist aber hervor-
zuheben, daB diese Stérungen unabhingig von Wandrauhigkeit
und #hnlichen Einfliissen als freie Schwingungen existenz-
fihig sind. Die Amplitude der turbulenten Wellen nimmt
gegen die Winde (folgt aus (44) § 2) stark zu, um erst in un-
mittelbarster Wandnihe zu Null zu gehen.

Die Wellenlinge der auftretenden Schwingungen (I, § 8)
ist der GroBenordnung nach gleich, eher etwas griBer als die
Kanalbreite. Der Minimalwert der Reynoldsschen Zahl (I, § 8),
fiir welchen noch die Turbulenz moglich ist, liegt gréBenord-
nungsmiBig bei 108, Als Widerstandsgesetz (§ 2, Gl (50))
scheint sich fiir glatte Winde aus dem Profil % unter ge-
wissen Voraussetzungen das Blasiussche 7 ~ u’ zu er-
geben. Fir rauhe Winde nihert es sich wahrscheinlich (§ 2)
dem hydraulischen Gesetz r ~ u* an. — Dag Ziel der vor-
liegenden Arbeit bildete weniger die Aufstellung dieser zum
groBen Teil schon bekannten GesetzmiBigkeiten, als vielmehr
der Nachweis, daB sich alle bisherigen, teilweise scheinbar sich
widersprechenden Frgebnisse durch einfache Grundannahmen
einheitlich mathematisch beschreiben lassen.

Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor Sommer-
feld, mochte ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir
vielfache Férderung den herzlichsten Dank aussprechen.

Miinchen, Institut fir theoret. Physik.

(Eingegangen 20. Februar 1924.)
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