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摘要 

  根據前人解析氣-水耦合流場的研究，定義了兩個不穩定模態—邁爾斯模態 

( Miles mode ) 與漣波模態 ( Rippling mode )，其中的邁爾斯模態為空氣流場主導

之不穩定性，漣波模態則是被水體流場所影響，並且在風速值足夠大的條件下才會

產生。本研究單純解析水體流場的部分，忽略空氣流場的擾動，目的在於觀察結果

是否能夠對照漣波模態的性質。 

  本研究在數值方法上採用契比雪夫多項式 ( Chebyshev polynomials ) 對特徵

函數展開，並使用格點配置法來離散計算區間，將控制方程式與邊界條件建構成矩

陣形式，進而求解廣義特徵值。 

  計算結果中得到兩種不穩定模態，定義在低風速時出現的為「第一模態」，增

大風速後額外出現的為「第二模態」，其中第一模態之角頻率為負值，與邁爾斯模

態和漣波模態性質不符合；第二模態與漣波模態有相似的性質，並依據本研究之比

較結果證實漣波模態確實為水體流場影響的不穩定性。 

 

關鍵字：線性穩定性分析、自由液面、契比雪夫配置法、剪流、不可壓縮黏性流 
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ABSTRACT 

  According to the stability analysis of air-water coupled flow done by the researchers 

before, there are two types of unstable mode. The Miles mode results from the air part of 

the air-water coupled flow, while the rippling mode results from the water part and only 

occurs at the high wind speed. In this study, we analyze the stability of the water part, and 

neglects the perturbations of air part. In order to figuring out whether our results can 

match the rippling mode or not. 

  We apply Chebyshev polynomials to expand the eigenfunction, and the collocation 

method to discretize the points in the computational domain. We build matrices composed 

of the governing equation and the boundary conditions, and then solve the problem to get 

the generalized eigenvalue. 

  The results show two types of unstable modes, and we call the one found at a lower 

wind speed the “first mode” and the other found when the wind speed increases the 

“second mode.” The angular velocity of the first modes is negative. This property is 

different from those of the Miles mode and the rippling mode. Our second mode is similar 

to the rippling mode, and by the comparison with the studies before, we conclude that the 

rippling mode is affected by the water part of the air-water coupled flow field. 

 

Keywords: Linear stability analysis, free surface, Chebyshev collocation method, shear 

flow, viscous incompressible flow 
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第一章、 前言 

1.1、 研究背景 

  水面上因受到風的作用，而產生了剪應力，致使水體形成一剪流場，並在水與

空氣之交界面產生波浪，觀察波浪隨時間和空間的變化情形，可以用來判別此流場

是否穩定。對於氣-水耦合流場的穩定性分析這個領域上，已有許多前人的研究結

果，讓現今對於不穩定波的現象與成因能更深入了解，但是仍有尚未釐清之處值得

討論。 

  因為水與空氣密度的差異，會使得空氣流場之流速遠大於水體流場之流速，因

此會很直覺地認為空氣流場是造成氣-水耦合流場之不穩定性的主要原因，前人解

析氣-水耦合流場的結果，與純粹解析空氣流場的結果也大致相符。Zeisel, Stiassnie, 

and Agnon (2008) 及沈巧婷 (2019) 解析氣-水耦合流場，探討在不同風速、波長條

件下不穩定模態的發生情形，並且比前人解析更大的參數範圍，發現在風速超過一

個程度之後，有兩種不穩定模態出現，而這兩種模態在特定參數條件下可同時並存。

根據 Young and Wolfe (2014) 文中指出，兩不穩定模態之中，「邁爾斯模態」( Miles 

mode )出現的風速範圍較廣，主要由空氣流場所影響；而「漣波模態」( rippling mode )

只有在風速較高時出現，主要由水體流場所影響。本研究欲針對水體流場做解析，

忽略空氣流場的擾動，探討水體流場的運動對於氣-水耦合流場之不穩定性的影響，

如果只解析水體流場的結果，與漣波模態有相符的性質，即可驗證漣波模態是由水

體流場主導之不穩定性。 

  在針對水體流場做解析的領域，也有許多前人的研究可以參考。Stern and Adam 

(1974)考慮非黏流水體，受一由風引起之均勻剪應力作用，而產生了不穩定波。其

中剪流場以分段線性的速度流場近似 (piecewise-linear approximation )，即速度從

水面往下以線性的趨勢衰減至零，並以佛勞德數大小作為判斷流場是否穩定的標

準。 

  Morland, Saffman, and Yuen (1991) 考慮非黏流水體，並以多種不同的流場來

做分析，包含 (1) 分段線性流場；(2) 誤差函數流場；(3) 指數函數流場。並透過
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分析結果證實在有自由液面 ( free surface ) 的條件下，水體流場的速度曲線不需要

有反曲點也可能有不穩定的模態產生。此結論與 Yih (1972) 的結論是相反的。 

  Dimas and Triantafyllou (1994)考慮二維非黏流水體，在水流方向以頻譜空間離

散化法 ( spectral spatial discretization method ) 展開，水深方向以契比雪夫多項式 

( Chebyshev polynomials ) 展開，以解析尾跡流的雙曲函數流場之穩定性。並在不

同參數條件下發現兩分支 ( branches )，分支一出現在低波數；分支二出現在低佛

勞德數、高波數或是高佛勞德數、低波數的情形。並同樣證實自由液面會影響到流

場的不穩定性。 

  Longuet-Higgins (1998)使用分段線性流場來簡化曲線流場，使得數值計算上更

容易，與 Stern and Adam (1974)不同的是，此流場在水面處有一表面層，其中的速

度與表面流速相同，不隨深度改變。表面層之下才是線性之剪切流層，直到速度衰

減至零。以此流場去近似剪流場的結果，同樣可以得出與 Dimas and Triantafyllou 

(1994)相似的兩種不穩定分支。藉由調整不同分層的厚度比率，可以近似許多不同

種的平滑速度曲線 ( smooth profile )。 

  在上述提到的多個研究中，許多以佛勞德數 𝐹𝑟 = 𝑉 √𝑔𝐿⁄  作為變數去討論不

穩定性，其中特徵速度 𝑉 之選定多用表面速度，代表風速或是水的表面速度在水

體流場的不穩定性扮演著重要的角色；而特徵長度 𝐿 的選定多以剪切層厚度或是

波長有關，各個研究不盡相同。本研究與前人文獻中的差異在於，前人研究多在討

論非黏流體，求解非黏的穩定性動力方程式 ( Rayleigh equation )，本研究則是討論

黏性流之穩定性動力方程式 ( Orr-Sommerfeld equation )，以線性不穩定理論探討

水體剪流場的問題，主要關注不穩定波初生成的時期，所以可以忽略非線性項之影

響，並求解不穩定波之發展率。而在背景速度流場的選擇上，選用平滑的指數函數

曲線，和 Zeisel et al. (2008)及沈巧婷 (2019)的速度曲線相同，並與之結果比較，欲

了解純粹解析水體流場之不穩定模態，是否能直接對應到氣水耦合流場之不穩定

漣波模態，或是在性質上兩者有何異同之處。 
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1.2、 論文架構 

  本文在第一章介紹前人在氣-水耦合流場之研究，並說明本研究之研究背景與

目的；在第二章於 2.1 節推導出解析問題所需要之控制方程式，即黏性流之穩定性

動力方程式 ( Orr-Sommerfeld equation )，並於 2.2節條列出氣-水介面之上邊界條

件，以及使用截斷法後之下邊界條件。之後於 2.3節介紹水體流場之背景速度分布。

第三章說明本研究所使用之數值方法，於 3.1 節對契比雪夫配置法之性質作介紹；

在 3.2 節以 Zhang (1996)之結果做比較，以驗證本數值方法之正確性。在 3.3 節對

本研究問題之計算區間做收斂性分析，確認數值方法在可應用的範圍內。第四章列

出解析的結果，並將結果與前人的研究做比較，最後將結論呈現於第五章。 
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第二章、 控制方程式及邊界條件 

2.1、 穩定動力方程式 

  考慮一不可壓縮流之二維黏性流場，在水面處受風吹拂，產生一剪應力導致水

體運動。在流場尚未受到擾動之前，水體的運動為平行剪切流。以剪切流流向定為

x 軸之正向、垂直向上方向定為 z 軸之正向，將此流場建構在 x-z 座標系統中，並

定義平均水面處之垂直座標 𝑧 = 0。 

  根據以上的條件，水體流場滿足連續方程式及動量方程式  ( Navier-Stokes 

equation )： 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 ( 2.1 a ) 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜈(

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) ( 2.1 b ) 

 
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜈(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
) ( 2.1 c ) 

式中 𝑢、𝑤 表示水體總速度，𝑝 為總動壓力，𝜌 為水的密度，𝜈 為運動黏滯係數。

其中速度項以及壓力項可再分解成「背景狀態流場」項加上「擾動狀態流場」項，

即： 

 𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑈(𝑧) + 𝑢′(𝑥, 𝑧, 𝑡) ( 2.2 a ) 

 𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤′(𝑥, 𝑧, 𝑡) ( 2.2 b ) 

 𝑝(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑃0(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝑝
′(𝑥, 𝑧, 𝑡) ( 2.2 c ) 

式中 𝑢′、𝑤′分別代表水平與垂直擾動速度項，𝑝′ 為擾動壓力項，背景狀態流場只

考慮水平方向速度 𝑈，𝑃0 為背景狀態動壓力。將式 ( 2.2 ) 代入式 ( 2.1 ) 中： 

 
𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
= 0 ( 2.3 a ) 
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𝜕(𝑈 + 𝑢′)

𝜕𝑡
+ (𝑈 + 𝑢′)

𝜕(𝑈 + 𝑢′)

𝜕𝑥
+ 𝑤′

𝜕(𝑈 + 𝑢′)

𝜕𝑧

= −
1

𝜌

𝜕(𝑃0 + 𝑝
′)

𝜕𝑥
+ 𝜈(

𝜕2(𝑈 + 𝑢′)

𝜕𝑥2

+
𝜕2(𝑈 + 𝑢′)

𝜕𝑧2
) 

( 2.3 b ) 

 

𝜕𝑤′

𝜕𝑡
+ (𝑈 + 𝑢′)

𝜕𝑤′

𝜕𝑥
+ 𝑤′

𝜕𝑤′

𝜕𝑧

= −
1

𝜌

𝜕(𝑃0 + 𝑝
′)

𝜕𝑧
+ 𝜈(

𝜕2𝑤′

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤′

𝜕𝑧2
) 

( 2.3 c ) 

背景狀態流場同樣滿足動量方程式： 

 
𝜕𝑈

𝜕𝑡
= −

1

𝜌

𝜕𝑃0
𝜕𝑥

+ 𝜈
𝜕2𝑈

𝜕𝑧2
 ( 2.4 a ) 

 0 = −
1

𝜌

𝜕𝑃0
𝜕𝑧

 ( 2.4 b ) 

將式 ( 2.3 ) 中的背景狀態項以式 ( 2.4 ) 消去，並引入微小擾動理論 ( small 

disturbance theory )，假設擾動項的階次比背景狀態項要小很多，並只考慮擾動波形

成之初期階段，非線性項之影響不大，因此忽略擾動項相乘之非線性項，之後得到

擾動狀態流場的線性化控制方程式： 

 
𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
= 0 ( 2.5 a ) 

 
𝜕𝑢′

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑤′

𝑑𝑈

𝑑𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝′

𝜕𝑥
+ 𝜈 (

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑧2
) ( 2.5 b ) 

 
𝜕𝑤′

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝑤′

𝜕𝑥
= −

1

𝜌

𝜕𝑝′

𝜕𝑧
+ 𝜈 (

𝜕2𝑤′

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤′

𝜕𝑧2
) ( 2.5 c ) 

  不可壓縮流體存在流函數 ( stream function )，以此來表示擾動速度構成之擾

動波，並假設在 x 方向以波數 𝑘、角頻率 𝜔 進行傳播，透過正交模展開( Normal 

mode expansion )，流函數可以表示為：𝜓(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝜙(𝑧)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)。再將擾動速度項

以流函數之偏微分來表示： 
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 𝑢′(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
𝜕𝜓(𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
=
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) ( 2.6 a ) 

 𝑤′(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −
𝜕𝜓(𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝑖𝑘𝜙(𝑧)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) ( 2.6 b ) 

本研究主要討論的是時間上的不穩定性，因此假設 𝑘  為一正實數、𝜔  為複數 

(𝜔 = 𝜔𝑟 + 𝑖𝜔𝑖)。若 𝜔𝑖 > 0，表示此擾動將以發展率 𝜔𝑖 增長，為不穩定擾動波；

若 𝜔𝑖 < 0，表示此擾動會隨時間消散，為穩定的擾動波。 

  將式 ( 2.6 ) 代入控制方程式 ( 2.5 )： 

 

(−𝑖𝜔
𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑖𝑘𝑈

𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
− 𝑖𝑘

𝑑𝑈

𝑑𝑧
𝜙(𝑧)) 𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)

= −
1

𝜌

𝜕𝑝′

𝜕𝑥
+ 𝜈(−𝑘2

𝑑𝜙(𝑧)

𝑑𝑧
+
𝑑3𝜙(𝑧)

𝑑𝑧3
)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

( 2.7 a ) 

 

(−𝜔𝑘𝜙(𝑧) + 𝑘2𝑈𝜙)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)

= −
1

𝜌

𝜕𝑝′

𝜕𝑧
+ 𝜈(𝑖𝑘3𝜙 − 𝑖𝑘

𝑑2𝜙

𝑑𝑧2
)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

( 2.7 b ) 

因引入流函數後會自動滿足連續方程式，故控制方程組剩下二維動量方程式。之後

將式 ( 2.7 a )對 𝑧 微分、式 ( 2.7 b )對 𝑥 微分，兩式相減以消去壓力項 𝑝′，可以

得到水體擾動流場之線性穩定動力方程式： 

 
𝑘𝑈(𝐷2 − 𝑘2)𝜙 − 𝑘𝐷2𝑈𝜙 + 𝑖𝜈(𝐷4 − 2𝑘2𝐷2 + 𝑘4)𝜙

= 𝜔(𝐷2 − 𝑘2)𝜙 
( 2.8 ) 

上式即為通稱之 Orr-Sommerfeld 方程式，式中使用運算子 𝐷 ≡ 𝑑 𝑑𝑧⁄ 。 

  接著選擇適當的特徵尺度對式 ( 2.8 ) 做無因次化，在此參考沈巧婷 (2019)所

使用的無因次方法，選用空氣摩擦速度 𝑢∗ = √𝜏𝑎 𝜌𝑎⁄ 作為特徵速度 [𝑉]、1/𝑘 作為

特徵長度 [𝐿]，𝜏𝑎、𝜌𝑎表示空氣的剪應力以及密度，本研究雖然只討論水體流場，

但目的是與沈巧婷 (2019)比較，因此在參數的選擇上盡量與其一致，減少差異性。

接著以上述特徵尺度對式 ( 2.8 ) 做無因次化，並以上標   ̃  表示無因次項： 
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𝑖

𝑅𝑒
�̃�4�̃� + (�̃��̃� −

2𝑖�̃�2

𝑅𝑒
) �̃�2�̃� + (−�̃��̃�3 − �̃��̃�2�̃� +

𝑖�̃�4

𝑅𝑒
) �̃�

= �̃�(�̃�2�̃� − �̃�2�̃�) 

( 2.9 ) 

上式為無因次之穩定性動力方程式，式中 𝑅𝑒 = [𝑉][𝐿] 𝜈⁄ ，為水體流場之雷諾數。 
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2.2、 邊界條件 

  本研究考慮之水體流場存在兩邊界：上邊界為水面，下邊界為截斷高度之假想

平面。求解穩定性動力方程式 ( 2.9 ) 的同時也須滿足適當的邊界條件。因為動力

方程式為線性方程式，邊界條件之階次必須與之一致，所以需要經過線性化的處理。 

  本節的推導過程中，會先假設上邊界為空氣與水體的界面，兩不同介質在界面

處速度與剪應力會連續，利用此性質來簡化方程式，再將空氣流場的擾動項設為零，

來達到忽略空氣流場的效果，最後得到水體流場的邊界條件。 

  水體流場受到風吹拂之後產生波浪，假設氣-水界面 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡)，𝜂 為半波高。

與流函數相同方式對半波高做正交模展開為 𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑞𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)，其中 𝑞 為振幅。

在此界面處需滿足以下物理條件：( 1 ) 空氣與水交界面的運動邊界條件、( 2 ) 界

面上切向應力的平衡、( 3 ) 界面上法向應力的平衡。本研究中假設表面張力在界

面上均勻分布，為一定值。其中二維應力的詳細推導過程參見附錄一。 

  在下邊界處本研究做採用「截斷法」( truncation method )，訂定一截斷高度 ℎ，

並假設在水深 𝑧 = −ℎ  處存在一假想界面，在此界面上需滿足「自由滑動邊界條

件」( free-slip boundary condition )，即 ( 4 ) 邊界上擾動速度垂直分量為零、( 5 ) 

流體質點的運動與邊界相切。以下為上述五個邊界條件經過線性化及無因次化的

結果 ( 詳細推導過程參見附錄二 )，其中式 ( 2.10 ) - 式 ( 2.12 ) 滿足於 𝑧 = 0、

式 ( 2.13 )、式 ( 2.14 )滿足於𝑧 = −ℎ： 

 �̃��̃� + 𝑈0̃�̃��̃� = �̃��̃� ( 2.10 ) 

 (�̃�2 + �̃�2)�̃� + �̃�2𝑈�̃� = 0 ( 2.11 ) 

 
�̃�𝑈0̃�̃��̃� − �̃��̃��̃��̃� + 𝑖

1

𝑅𝑒
(�̃�3�̃� − 3�̃�2�̃��̃�) +

1

𝐹𝑟2
�̃��̃� +

1

𝑊𝑒
�̃�2�̃�

= �̃��̃��̃� 

( 2.12 ) 

 �̃� = 0 ( 2.13 ) 

 �̃�2�̃� = 0 ( 2.14 ) 
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2.3、 背景狀態剪流場之速度分布 

  本穩定性分析中之背景流場速度，參照沈巧婷 (2019)文中水體流場之速度分

布、以指數函數來表示： 

 𝑈(𝑧) = 𝑈0𝑒
𝜌𝑎𝑢∗

2

U0𝜇𝑤
𝑧
 ( 2.15 ) 

式中 𝑈0 為水體在平均液面 ( 𝑧 = 0 ) 流速、𝜇𝑤 為水之動力黏滯係數、𝜌𝑎 為空

氣密度、𝑢∗ 為空氣摩擦速度。透過在界面處剪應力連續的性質，𝜌𝑎𝑢∗
2 為作用於空

氣流場之剪應力，等同於作用於水體表面之剪應力，本研究亦以空氣摩擦速度 𝑢∗ 

作為參數、來對應水面剪應力之大小，目的是為了方便與前人氣-水耦合流場的研

究來做比較。式 ( 2.15 ) 中的 𝑈0 定義為空氣摩擦速度的一半，即 𝑈0 = 0.5𝑢∗。 

  背景流場之速度隨水深之分布如圖 2. 1所示，以 𝑢∗ = 30 cm s⁄  為例。在水面

處因受剪應力作用，有最大的背景流速。隨著深度越來越深，速度以指數函數趨勢

快速衰減。最後將上述流場代入控制方程式以及邊界條件，進而求解廣義特徵值問

題。 
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圖 2. 1：背景狀態剪流場速度於垂直方向之變化，在 𝑢∗ = 30 cm/s。 
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第三章、 數值方法應用 

3.1、 契比雪夫配置法 ( Chebyshev Collocation Method ) 

  本研究應用第一形式契比雪夫多項式 ( first kind of Chebyshev polynomials ) 作

為基底函數，對特徵函數展開。並在計算範圍  𝑧 ∈ [−ℎ, 0]  使用格點配置法 

( collocation method ) 對其進行離散化，產生不連續的格點。以下將介紹契比雪夫

多項式以及格點配置法。 

  第一形式契比雪夫多項式的三角函數表示法如下： 

 𝑇𝑛(𝑥) = {

cos(𝑛 cos−1 𝑥) ,                         |𝑥| ≤ 1

cosh(𝑛 cosh−1 𝑥),                     𝑥 ≥ 1

(−1)𝑛 cosh(𝑛 cosh−1(−𝑥)),     𝑥 ≤ −1

 ( 3.1 ) 

本研究計算範圍以無因次參數表示為 �̃� ∈ [−ℎ̃, 0]，透過下式進行座標轉換， 

 𝜁 =
2�̃�

ℎ̃
+ 1, −ℎ̃ ≤ �̃� ≤ 0 ( 3.2 ) 

將計算範圍映射到 𝜁 ∈ [−1,1]，即可套用式 ( 3.1 ) 之第一列表示法。利用此函數

將特徵函數展開，形式如下： 

 �̃�(𝜁) = ∑𝑎𝑛

𝑁

𝑛=0

𝑇𝑛(𝜁) ( 3.3 ) 

式中 𝑎𝑛 為係數，即為求解廣義特徵值問題的特徵向量，數量共有 𝑁 + 1 個。 

  使用契比雪夫多項式有一優點是能夠利用其三角函數的性質，以遞迴關係式

求出其高階微分項，遞迴關係如下所示： 

 

𝑇n+1
(𝑗) (𝜁) = 2(𝑛 + 1)𝑇𝑛

(𝑗−1)(𝜁) +
𝑛 + 1

𝑛 − 1
𝑇𝑛−1
(𝑗) (𝜁), n ≥ 2 

𝑇0
(𝑗)(𝜁) = 0,   𝑇1

(𝑗)(𝜁) = 𝑇0
(𝑗−1)(𝜁),   𝑇2

(𝑗)(𝜁) = 4𝑇1
(𝑗−1)(𝜁) 

( 3.4 ) 

式中上標 (𝑗) 表示對 𝜁 進行 𝑗 次微分。計算出基底函數的導數之後，特徵函數的

導數也能夠求得： 
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𝑑𝑗�̃�(𝜁)

𝑑�̃�𝑗
= (

2

ℎ̃
)
𝑗

∑𝑎𝑛𝑇𝑛
(𝑗)
(𝜁)

𝑁

𝑛=0

 ( 3.5 ) 

  接著需要將計算的區間離散成不連續的格點，離散方式如下： 

 𝜁𝑙 = cos(
𝜋𝑙

𝑀
) ,   𝑙 = 1,2, … ,𝑀 − 1 ( 3.6 ) 

利用餘弦函數來做不等間隔的格點配置，目的是要讓邊界處的格點分布較密集，更

能夠捕捉在邊界的變化。在每個配置格點皆會滿足控制方程式 ( 2.9 )，共有 𝑀− 1 

條方程式，加上式 ( 2.10 ) - 式 ( 2.14 ) 五條邊界條件，總共有 𝑀+ 4 條方程式。

未知數為係數𝑎𝑛，有 𝑁 + 1 個，加上波浪的振幅 𝑞，總共有 𝑁 + 2 個未知數，為

了使方程式數目與未知數數目吻合，取 𝑀 = 𝑁 − 2。 

  利用第二章推導之邊界條件以及控制方程式可構成一複數特徵方程式組： 

 [𝐴]{𝑥} = �̃�[𝐵]{𝑥} ( 3.7 ) 

其中複數矩陣 [𝐴]、[𝐵] 如附錄三所示，�̃� 為無因次複數特徵值，{𝑥} 為複數特徵

向量： 

 {𝑥}𝑇 = {𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑁 , 𝑞} ( 3.8 ) 

  本研究利用Matlab 之 qz 副程式求解上述之廣義特徵值問題，並找出所有特徵

值以及對應之特徵向量，篩選出其中不穩定的模態，即 𝜔�̃� > 0，觀察並討論此模

態之性質。 
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3.2、 數值方法之驗證 

  為了測試上一節之數值方法是否適用於求解水體流場的解析，以及驗證程式

的正確性，本節將與 Zhang (1996)的分析結果做比較，並以其文中之圖表來驗證。 

  Zhang (1996)使用尾跡流作為背景流場，其數學式如下： 

 �̃�(�̃�) = 1 − 𝛼 cosh−2(𝜎�̃�) ( 3.9 ) 

式中取 𝛼 = 0.9988、𝜎 = 0.8814，使得此流場在深度 �̃� = −1時，背景流速正好為

表面流速的一半，即 �̃� = 0.5。 

  同樣考慮黏性流，使用第二章推導出的控制方程式 ( 2.9 ) 及邊界條件 式

( 2.10 ) – 式 ( 2.14 )，去對式 ( 3.9 ) 的流場做穩定性分析，只考慮水體的部分，並

忽略表面張力。Zhang (1996)文中以不同的雷諾數 𝑅𝑒、佛勞德數 𝐹𝑟 作為參數，

觀察發展率 𝜔�̃� 隨波數 �̃� 的變化。在開始計算發展率之前，先對參數計算範圍內

做收斂性的測試，測試結果詳見附錄四。 

  Zhang (1996)文中並未列出計算出的特徵值數值，因此本研究主要以其文中之

圖片結果來做比較。圖 3. 1為在 𝐹𝑟2 = 0.5 時，不同雷諾數的疊圖結果。在 𝑅𝑒 =

100 的情形中，波數接近零的部分與 Zhang (1996)的曲線不太吻合、本研究之結果

發展率的峰值較小，且峰值對應的波數較大，如圖 3. 1 ( a ) 所示。𝑅𝑒 = 1000 與 

𝑅𝑒 = ∞ 的曲線與 Zhang (1996)吻合，如圖 3. 1 ( a )、圖 3. 1 ( b )。圖 3. 2 為在 

𝐹𝑟2 = 2.25 時，不同雷諾數的疊圖結果。圖 3. 2 ( a ) 的情形和圖 3. 1 ( a ) 相似，

在波數小的區域沒有吻合。𝑅𝑒 = 1000 在 �̃� > 1 出現第二個分支，兩分支的曲線

皆與 Zhang (1996)吻合，如圖 3. 2 ( b ) 所示。在圖 3. 2 ( c ) 中所呈現的是 𝑅𝑒 = ∞ 

的比較結果，波數較小的分支吻合，而波數較大的分支在約 �̃� > 1.5  之後出現發

展率不連續的現象。 

  根據上述之比較結果，本研究使用之數值方法在處理黏性流問題是可行的，至

於波數小的位置出現的不吻合推論是 Zhang (1996)使用有限差分法所造成結果的

不同，使用有限差分法不等間距格點之限制為間距之差距不能太大，尾跡流之變化

主要集中在接近表面處，以較密之格點數來處理較為適當，而若在整個計算區間中
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皆以細小間距之格點來計算，將會耗費許多時間，為較不經濟之作法，Zhang (1996)

文中並未詳細解釋數值方法的使用，若其格點數在邊界處不夠密集，很有可能為產

生誤差的原因，而誤差只出現在 𝑅𝑒 = 100  的結果上，推論是因為雷諾數在控制

方程式中影響四階微分項，且位於倒數，較小的雷諾數會放大整項，同時也會放大

誤差。在以 𝑅𝑒 = ∞ 做計算的案例中，可以類比為處理非黏流體的例子，本文將

對發展率不連續的現象作進一步的探討，參見附錄五。提高格點數或是以不同背景

流場去求解特徵值皆發生相同現象，代表此數值方法可能不適用於解析非黏系統。 
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圖 3. 1：發展率隨波數的變化 ( 𝐹𝑟2 = 0.5 )。(a) 𝑅𝑒 = 100； 

(b) 𝑅𝑒 = 1000；(c) 𝑅𝑒 = ∞。  
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圖 3. 2：發展率隨波數的變化(𝐹𝑟2 = 2.25)。(a) 𝑅𝑒 = 100； 

(b) 𝑅𝑒 = 1000；(c) 𝑅𝑒 = ∞。 
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3.3、 格點數之收斂性測試與截斷高度之敏感度測試 

  本節討論在不同風速以及波長下特徵值的收斂性，目的在於選定合適之格點

數以及截斷高度來做之後的運算。 

  本研究考慮與沈巧婷 (2019)相同之計算區間： 

 𝑢∗ ∈ (0,100] cm s⁄ , 𝜆 ∈ (0,20] cm ( 3.10 ) 

在區間中取四個參數值來計算特徵值，分別為空氣摩擦速度 𝑢∗ = 30 cm s⁄ 、𝑢∗ =

80 cm s⁄ ；波長 𝜆 = 4 cm、𝜆 = 20 cm，觀察在不同參數值條件下，特徵值隨格點

數的變化，並找到適合之格點數，避免因格點數太少而造成結果不精確，以及格點

數太多造成計算時間的浪費。計算中其餘應用到的物理參數之取值如下： 

 
𝜌𝑎 = 0.0012 g cm3⁄ ,   𝜌𝑤 = 1 g cm3⁄ ,   𝜈𝑤 = 0.01 cm2 s⁄ , 

𝑔 = 980 cm 𝑠2, 𝑇 = 75 dyne/cm⁄  
( 3.11 ) 

式中下標 𝑎 表示空氣的性質、下標 𝑤 表示水的性質。 

  先討論格點數多寡的收斂性分析，其結果如表 3. 1-表 3. 3 所示，在此固定截

斷高度 ℎ̃ = 2𝜋  來做計算，此高度為沈巧婷 (2019)中使用的截斷高度。在𝑢∗ =

30 cm s⁄ 的狀況下，𝜆 = 4 cm只需要  𝑁 = 80  即可收斂至小數點後八位，𝜆 =

20 cm 在 𝑁 = 140 收斂至小數點後八位，如表 3. 1所示。在𝑢∗ = 80 cm s⁄ 的狀況

下，找到了兩個不穩定的模態，由表 3. 2、表 3. 3可以看出兩個模態的收斂程度是

相同的。𝜆 = 4 cm 時在 𝑁 = 100 時收斂至小數點後八位；𝜆 = 20 cm 時收斂性

較差，在 𝑁 = 160 收斂至小數點後七位。根據以上的結果，本研究選定 𝑁 = 160 

做之後的運算。 

  本研究在下邊界採用截斷法，即取一截斷高度ℎ，在水深 𝑧 = −ℎ 處截斷，計

算區間由原本的 𝑧 ∈ (−∞, 0]  轉變為 𝑧 ∈ [−ℎ, 0]，而截斷高度的取值會對特徵值

有所影響。這裡同樣用四個不同的風速、波長參數來分析，結果如表 3. 4 - 表 3. 6

所示。四種不同的情形取 ℎ̃ = 2𝜋時，至少會收斂至小數點後五位，調高截斷高度

後特徵值的變化影響不大，為了方便與沈巧婷 (2019)的結果做比較，訂定截斷高

度 ℎ̃ = 2𝜋 做之後的運算。  



doi:10.6342/NTU202001671

 

 

18 

 

表 3. 1：針對低風速(𝑢∗ = 30 cm/s)，於不同波長時，特徵值之收斂性測試。 

 

表 3. 2：針對高風速(𝑢∗ = 80 cm/s)、短波(λ = 4 cm)時，特徵值之收斂性測試。 

 

表 3. 3：針對高風速(𝑢∗ = 80 cm/s)、長波(λ = 20 cm) 時，特徵值之收斂性測試。 
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表 3. 4：針對低風速 (𝑢∗ = 30 cm/s)、不同波長下特徵值之截斷高度收斂性測試。 

 

表 3. 5：針對高風速(𝑢∗ = 30 cm/s)、短波(λ = 4 cm)時，特徵值之截斷高度收斂

性測試。 

 

表 3. 6：針對高風速(𝑢∗ = 80 cm/s)、長波(λ = 20 cm)時，特徵值之截斷高度收斂

性測試。 
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第四章、 計算結果與討論 

4.1、 結果呈現 

  依 Zeisel et al. (2008)和沈巧婷 (2019)的中性穩定曲線 ( neutral stability curve ) 

來看，在解析範圍中：0 < 𝑢∗ < 100 cm s⁄ 、0 < 𝜆 < 20 cm，發現兩種不穩定的模

態，分別是低風速時出現的邁爾斯模態以及高風速時才出現的漣波模態，表示不同

風速是影響不穩定模態出現的重要因素。因此本節首先觀察在不同風速下，發展率

隨波長的變化，如圖 4. 1。隨著風速增加，從只有一個不穩定模態，到有兩個不穩

定模態的產生，如圖 4. 1( c )。 

  將低風速時出現的模態定義為「第一模態」、高風速時額外出現的模態定義為

「第二模態」。由圖 4. 1( a ) - 圖 4. 1 ( c )觀察到，第一模態與第二模態的最大發展

率會隨著風速增加而變大，並且隨著風速的增加，第二模態之發展率最大值會超越

第一模態，且其發展率峰值所對應的波長落在短波的區域，第一模態之發展率達到

峰值之後以平緩的速度衰減。圖 4. 1 ( c ) 出現第二模態，其峰值較第一模態高出

很多，且發展率在達到最大值之後衰減的速度較快。 

  圖 4. 2為不同風速下，角頻率隨波長的變化。第一模態之角頻率為負值，表示

該模態之擾動波方向與背景流的方向是相反的，較不符合物理上的直覺；第二模態

之角頻率為正值，與背景流同向，屬於比較合理的結果。 

  為了瞭解兩模態在計算區間的分布情形，透過找出中性點 ( 𝜔�̃� = 0 ) 來繪製

中性穩定曲線，如圖 4. 3 所示。中性穩定曲線分隔出穩定模態與單一不穩定模態

區域 ( 如圖 4. 3 之藍線 ) ，以及分隔出單一不穩定模態與雙重不穩定模態區域 

( 如圖 4. 3 之橘線 ) 。找出中性點的方法為利用其發展率由負轉正的性質，在計

算區間中找到發展率為零的點，並應用割線法 ( secant method ) 內插出更精準的

焦點。在單一不穩定模態區域的參數下會找到第一模態，而在雙重不穩定模態區域

的參數下第一模態與第二模態會同時存在。 

  個別對兩不穩定模態的發展率與角頻率作等值線圖，並以中性穩定曲線圖中

的不穩定區域來呈現，如圖 4. 4、圖 4. 5。由圖 4. 4中可以觀察到，兩模態的發展
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率皆會隨著風速增加而增長，並且在高風速的情況下，第二模態的發展率最大值大

於第一模態之發展率最大值。由圖 4. 5可以看出，短波有較大的角頻率，在此也發

現第一模態在其出現的範圍角頻率皆為負值，表示此不穩定波行進方向是與水流

方向相反的，此一現象較不符合物理的常規，但尚未在其他文獻中發現有學者對類

似案例特別做討論，所以之後仍會繼續對此模態作分析。  
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圖 4. 1：不同風速下，發展率隨波長的變化。(a) 𝑢∗ = 40 cm s⁄；(b) 𝑢∗ = 60 cm s⁄；

(c) 𝑢∗ = 100 cm s⁄ 。藍線表示為第一模態、紅線為第二模態。 
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圖 4. 2：不同風速下，角頻率隨波長的變化。(a) 𝑢∗ = 40 cm s⁄；(b) 𝑢∗ = 60 cm s⁄；

(c) 𝑢∗ = 100 cm s⁄ 。藍線表示為第一模態、紅線為第二模態。 
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圖 4. 3：中性穩定曲線圖。 
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圖 4. 4：發展率於不同風速、波長之分布情形。(a) 第一模態；(b) 第二模態。 
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圖 4. 5：角頻率於不同風速、波長之分布情形。(a) 第一模態；(b) 第二模態。 
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4.2、 結果之比較與討論 

  在 Zeisel et al. (2008)文中也針對水體流場做穩定性分析，在兩個參數值做測

試，分別為 𝑢∗ = 30 cm s⁄ , 𝜆 = 5 cm 以及 𝑢∗ = 80 cm s⁄ , 𝜆 = 5 cm，代表低風

速與高風速的情形。對照到本研究的不穩定模態分布區間來看，低風速的案例是落

在單一不穩定模態區域，而高風速的案例落在雙重不穩定模態區域。根據 Zeisel et 

al. (2008)的結果，在低風速時計算出的特徵值為 𝜔 𝜔0⁄ = 1.14 − 0.005𝑖，高風速時

的特徵值為 𝜔 𝜔0⁄ = 0.865 + 0.0508𝑖，式中 𝜔0 = 37.1529 1 s⁄ ，為線性水波理論

角頻率值。低風速時的發展率為負值，表示在此風速及波長條件下為穩定模態，而

本研究以此參數解析會得到不穩定之第一模態，兩結果不相符，但是在經矩陣運算

的多個特徵值中，若將穩定的模態也一併討論，有一解為  𝜔 𝜔0⁄ = 1.1457 −

0.0053𝑖，與 Zeisel et al. (2008)的結果十分接近。在高風速的情況下，本研究之第

二模態計算出的特徵值為 𝜔 𝜔0⁄ = 0.8650 + 0.0526𝑖，能夠對照 Zeisel et al. (2008)

的結果，但是 Zeisel et al. (2008)只找到了一個不穩定模態，本研究在此參數值同時

找到第一模態與第二模態。 

  根據以上的比較，本研究的結果與 Zeisel et al. (2008)的結果誤差皆在10%以

內，可以驗證本研究計算的正確性。但本研究中找出的第一模態，並未出現在 Zeisel 

et al. (2008)的結果之中、無法對照，因此不確定此數值計算的結果是否為真實存在

的物理現象。 

  接下來看到不穩定模態的參數分布範圍，本研究與解析氣-水耦合流場皆得到

兩個不穩定模態，圖 4. 6 中之邁爾斯模態與漣波模態為以沈巧婷 (2019)之結果所

繪製之示意圖。本研究解析之第一模態與邁爾斯模態分布區域較廣，從低風速至高

風速皆可能發生，但是在性質上，第一模態之角頻率為負值，擾動波傳遞方向相反，

與邁爾斯模態截然不同，是兩個完全不相干的不穩定模態。至於本研究之第二模態

與漣波模態的分布較為接近，皆在高風速域出現，其臨界風速 ( 即出現此模態的

最低風速 ) 為 𝑢∗ = 65.22 cm s⁄ ，而沈巧婷 (2019)解析的邁爾斯模態臨界風速為 

𝑢∗ = 4.58 cm s⁄  ( 圖中紅圈位置 )、漣波模態臨界風速為 𝑢∗ = 48.3 cm s⁄ ，本研

究之臨界風速較大、不穩定模態分布在較高風速的區域。在 Young and Wolfe (2014)
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有對漣波模態設立一必要條件，即𝑈0 > 𝑐𝑚𝑖𝑛 ≈ 23 cm，本研究中定義𝑈0 = 0.5𝑢∗，

第二模態也滿足此漣波模態之必要條件。 

  圖 4. 7 將𝑢∗ = 80 cm/s 時本研究第二模態的發展率與沈巧婷 (2019)的兩個

不穩定模態做疊圖比較，本研究的發展率與沈巧婷 (2019)的兩個模態相比要小非

常多，推論可能的原因為：水體流場之能量主要由空氣流場傳遞，本研究忽略空氣

流場擾動後，可能使水體流場之能量來源消失，或是兩流體間的交互作用被移除，

造成發展率很小。圖 4. 8為角頻率之比較，以半對數座標來呈現，加入線性水波角

頻率一同比較，四條曲線分布趨勢類似，並且皆在同一個數量級。 

  本研究求解廣義特徵值方程組 [𝐴]{𝑥} = �̃�[𝐵]{𝑥}，得到特徵值 �̃� 以及特徵向

量 {𝑥}。藉由找出最大虛部特徵值以及其對應之特徵向量回推出流函數 �̃� ，如式 

( 3.3 )。再利用式 ( 2.6 a )、式 ( 2.6 b ) 可以得到擾動速度 𝑢′、𝑤′。將擾動速度在 

x-z 平面的分布繪製出，並平移水平軸使得相位一致，之後與沈巧婷 (2019)的結果

做比較，如圖 4. 9-圖 4. 12。沈巧婷 (2019)解析氣-水耦合流場，本文為了方便比較，

只繪出水體流場的擾動速度、忽略掉空氣流場的擾動速度。在水平擾動速度的圖片

繪製上，由於擾動在接近水面的區域變化較大，所以調整圖片呈現範圍於深度較淺

處。依圖 4. 9 的結果來看，三個不穩定模態皆有表層速度方向與深層速度方向不

同的現象，而第二模態與漣波模態之半波高對應表面流速方向是一致的，波峰對應

到水平擾動速度的負極值。而在垂直擾動速度的部分，三個模態的圖形分布很相似，

但是彼此的相位都不同，而漣波模態靠近水面的部分速度會向左延伸，如圖 4. 10

所示。在 𝑢∗ = 80 cm s⁄ 、 𝜆 = 20 cm 的情況中對應到沈巧婷 (2019)的漣波模態

區域，比較結果如圖 4. 11、圖 4. 12。由圖 4. 11，半波高相位對應表面擾動速度與

漣波模態相似；圖 4. 12中垂直擾動速度的分布也相似，僅有小小的平移。由圖 4. 

9 –圖 4. 12 的比較結果來看，第二模態並不能明顯地對應漣波模態或是邁爾斯模

態，若單就特徵值來比較，如表 4. 1、表 4. 2，本研究的第二模態發展率小很多，

沒辦法與解析氣-水流場的邁爾斯模態和漣波模態相比。 
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圖 4. 6：不穩定模態之分布範圍比較圖。  
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圖 4. 7：發展率隨波長變化比較圖 ( u∗ = 80 cm s⁄  ) 。——— 表示沈巧婷解析之

邁爾斯模態；———  表示沈巧婷解析之漣波模態；——— 表示本研究解析之第二模

態。 

 

 

圖 4. 8：角頻率隨波長變化比較圖( u∗ = 80 cm s⁄  )。——— 表示沈巧婷解析之邁爾

斯模態；———  表示沈巧婷解析之漣波模態；––表示線性水波理論之角頻率； 

——— 表示本研究解析之第二模態。 
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圖 4. 9：水平擾動速度分布圖，在𝑢∗ = 80 cm s⁄ 、𝜆 = 5 cm。灰線表示半波高的相

位。(a) 沈巧婷之邁爾斯模態；(b) 沈巧婷之漣波模態；(c) 本研究之第二模態。 
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圖 4. 10：垂直擾動速度分布圖，在𝑢∗ = 80 cm s⁄ 、𝜆 = 5 cm。灰線表示半波高的相

位。(a) 沈巧婷之邁爾斯模態；(b) 沈巧婷之漣波模態；(c) 本研究之第二模態。 
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圖 4. 11：水平擾動速度分布圖，在𝑢∗ = 80 cm s⁄ 、𝜆 = 20 cm。灰線表示半波高的

相位。(a) 沈巧婷之漣波模態； (b) 本研究之第二模態。 



doi:10.6342/NTU202001671

 

 

34 

 

圖 4. 12：垂直擾動速度分布圖，在𝑢∗ = 80 cm s⁄ 、𝜆 = 20 cm。灰線表示半波高的

相位。(a) 沈巧婷之漣波模態；(b) 本研究之第二模態。 
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表 4. 1：在 𝑢∗ = 80 cm s⁄ 、𝜆 = 5 cm 的最不穩定之特徵值比較。 

 

 

表 4. 2：在 𝑢∗ = 80 cm s⁄ 、𝜆 = 20 cm 的最不穩定之特徵值比較。 

 



doi:10.6342/NTU202001671

 

 

36 

第五章、 結論 

  本研究以契比雪夫配置法解析水體流場，目的在於探討水體流場所產生的不

穩定模態在氣-水耦合流場中扮演的角色，及其是否與邁爾斯模態和漣波模態有關

聯性，並與前人研究結果做比較。 

  在計算範圍 0 < 𝑢∗ < 100 cm s⁄  、0 < 𝜆 < 20 cm 之中，本研究發現了兩種

不穩定模態，分別定義為低風速時即產生的「第一模態」，以及高風速時額外產生

的「第二模態」。兩模態性質迥異，最引人注意的是第一模態的角頻率 𝜔𝑟 為負值，

代表此一模態的擾動波行進方向與水流相反。在與 Zeisel et al. (2008)的比較中，計

算出的特徵值誤差在10%以內，可由此驗證本研究之計算結果之正確性。不過其中

只有第二模態的特徵值是可以對應的，第一模態並未在 Zeisel et al. (2008)文中被

提出，因此對於第一模態是否存在於真實流場抱著懷疑的態度。再來考慮本研究之

第二模態，其參數分佈的區域與漣波模態較為相近，皆在高風速時發生，並滿足

Young and Wolfe (2014)文中對於漣波模態的必要條件，但其發展率 𝜔𝑖  與邁爾斯

模態或是漣波模態相比皆小很多，而透過特徵向量推導出的擾動速度分布也無法

直接歸類為邁爾斯模態或漣波模態。 

  根據 Young and Wolfe (2014)文中提出：邁爾斯模態由空氣流場所主導、漣波

模態由水體流場主導。本研究針對水體流場作解析找到之不穩定模態，第一模態無

法與解析氣-水耦合流場之不穩定模態對應，第二模態性質與漣波模態接近，雖然

無法由性質來證明兩模態相同，不過依第二模態的分布範圍來看，可以驗證該區域

確實是由水體流場所影響之不穩定性，證明漣波模態是由水體流場所影響。
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附錄一、流體應力關係式 

  本章節參考張維鈞 (1998)之流體應力推導方式。 

  在三維座標中，考慮兩種流體彼此不相溶或難溶，兩流體間存在一界面。作用

於流體的應力張量可以表示為： 

 [

𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧
𝜎𝑦𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑥 𝜎𝑧𝑦 𝜎𝑧𝑧

] ( A.1 ) 

式中兩下標分別表示作用面與力的方向。 

  兩流體間交界面以 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 來表示，在此交界面上一點 (𝑥, 𝑦, 𝑧)，其單位

法向量可表示成： 

 (𝑙, 𝑚, 𝑛) = (
𝐹𝑥

√𝐹𝑥2 + 𝐹𝑦2 + 𝐹𝑧2
,

𝐹𝑦

√𝐹𝑥2 + 𝐹𝑦2 + 𝐹𝑧2
,

𝐹𝑧

√𝐹𝑥2 + 𝐹𝑦2 + 𝐹𝑧2
) ( A.2 ) 

式中下標 x、y、z 分別表示對三方向之偏微分。 

  令 𝑅1、𝑅2 為曲率半徑，所以在交界面處可得到之應力平衡關係式如下： 

 

𝜎𝑥𝑥𝑙 + 𝜎𝑥𝑦𝑚+ 𝜎𝑥𝑧𝑛 = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝑙 

𝜎𝑦𝑥𝑙 + 𝜎𝑦𝑦𝑚+ 𝜎𝑦𝑧𝑛 = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝑚 

𝜎𝑧𝑥𝑙 + 𝜎𝑧𝑦𝑚+ 𝜎𝑧𝑧𝑛 = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝑛 

( A.3 ) 

式中 𝑇 為表面張力係數，在此假設其在此界面上均勻分布，為一定值。 

  對於不可壓縮流的應力張量可以表示為以下形式： 

 [

𝑃 − 2𝜇𝑢𝑥 −𝜇(𝑢𝑦 + 𝑣𝑥) −𝜇(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)

−𝜇(𝑣𝑣 + 𝑢𝑦) 𝑃 − 2𝜇𝑣𝑦 −𝜇(𝑣𝑧 + 𝑤𝑦)

−𝜇(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥) −𝜇(𝑣𝑧 + 𝑤𝑦) 𝑃 − 2𝜇𝑤𝑧

] ( A.4 ) 

式中 𝑃 為總壓力。以 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) 表示半波高的變化，並定義一函數來表示兩流體

間之交界面 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 − 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡)，代入式 ( A.2 ) 後可得到單位法向量為： 

 (𝑙,𝑚, 𝑛) = (
𝜂𝑥

√𝜂𝑥2 + 𝜂𝑦2 + 1
,

𝜂𝑦

√𝜂𝑥2 + 𝜂𝑦2 + 1
,

−1

√𝜂𝑥2 + 𝜂𝑦2 + 1
) ( A.5 ) 

再將式 ( A.4 ) 及式 ( A.5 ) 代入式 ( A.3 ) 之中，得到三方向之應力平衡式如下： 
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 𝑃𝜂𝑥 − 𝜇[2𝑢𝑥𝜂𝑥 + (𝑢𝑦 + 𝑣𝑥)𝜂𝑦 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)] = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝜂𝑥 ( A.6 a) 

 
𝑃𝜂𝑦 − 𝜇[(𝑣𝑥 + 𝑢𝑦)𝜂𝑥 + 2𝑣𝑦𝜂𝑦 + (𝑣𝑧 + 𝑤𝑦)] = 𝑇(𝑅1

−1 + 𝑅2
−1)𝜂𝑦 (A.6 b) 

 −𝑃 − 𝜇[(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 + (𝑣 + 𝑤𝑦) − 2𝑤𝑧] = −𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1) (A.6 c) 

因本研究只考慮二維流場 ( 𝑥 − 𝑧 座標 ) ，故將式 ( A.6 ) 簡化為以下形式，分別

代表 𝑥 及 𝑧 方向之應力平衡式： 

 𝑃𝜂𝑥 − 𝜇[2𝑢𝑥𝜂𝑥 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)] = 𝑇𝜂𝑥𝑅
−1 ( A.7 a) 

 
−𝑃 − 𝜇[(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂 − 2𝑤𝑧] = −𝑇𝑅−1 ( A.7 b) 

假設法向量與 𝑥  軸夾 𝜃  角，根據單位法向量可以得到 cos 𝜃 = 𝜂𝑥 √𝜂𝑥2 + 1⁄ 、

sin 𝜃 = −1 √𝜂𝑥2 + 1⁄ ，將式 ( A.7 a ) 乘上 cos 𝜃、式 ( A.7 b ) 乘上 sin 𝜃，相加後

得出法向分項之應力平衡式： 

 𝑃 −
2𝜇[𝑢𝑥𝜂𝑥

2 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 + 𝑤𝑧]

1 + 𝜂𝑥2
= 𝑇𝑅−1 ( A.8 ) 

將式 ( A.7 a ) 乘上 sin 𝜃，減去式 ( A.7 b ) 乘上 cos 𝜃，得到切向分量之應力平衡

式： 

 2𝜇(𝑢𝑥 − 𝑤𝑧)𝜂𝑥 + 𝜇(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)(𝜂𝑥
2 − 1) = 0 ( A.9 ) 

將曲率半徑 𝑅 = (1 + 𝜂𝑥
2)

3

2 𝜂𝑥𝑥⁄   代入式 ( A.8 )，最後得到法向及切向之應力平衡

式如下： 

 
𝑃 −

2𝜇[𝑢𝑥𝜂𝑥
2 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 + 𝑤𝑧]

1 + 𝜂𝑥2
= 𝑇

𝜂𝑥𝑥

(1 + 𝜂𝑥2)
3
2

 
( A.10 ) 

 2𝜇(𝑢𝑥 − 𝑤𝑧)𝜂𝑥 + 𝜇(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)(𝜂𝑥
2 − 1) = 0 ( A.11 ) 
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附錄二、邊界條件推導 

  本研究探討水體流場之穩定性，但是在上邊界 𝑧 = 𝜂 處仍考慮是空氣與水的

交界面，以此前提做邊界條件之推導，並參考張維鈞 (1998)文中推導之方法利用

泰勒展開式將成立於 𝑧 = 𝜂 之方程式對應到 𝑧 = 0 處。 

（１）上邊界之運動邊界條件 ( kinematic boundary condition ) 

  定義一函數來表示兩流體間之交界面 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 − 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡)，空氣與水的

流體粒子皆無法穿透此一界面。即 

 
𝐷𝐹(𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝑑𝑡
= 0 ( B.1 ) 

將 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 − 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) 代入上式，得到： 

 
𝜕𝜂

𝜕𝑡
+ (𝑈 + 𝑢′)

𝜕𝜂

𝜕𝑥
= 𝑤′ ( B.2 ) 

上式滿足於 𝑧 = 𝜂 處，使用泰勒級數對 𝑧 = 0 展開： 

 

𝜕𝜂(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ [𝑈(0) + 𝜂(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑈

𝑑𝑧
|𝑧=0 +⋯]

𝜕𝜂(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

+ [𝑢′(𝑥, 0, 𝑡) + 𝜂(𝑥, 𝑡)
𝑑𝑢′

𝑑𝑧
|𝑧=0 +⋯]

𝜕𝜂(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

= 𝑤′(𝑥, 0, 𝑡) + 𝜂(𝑥, 𝑡)
𝑑𝑤′

𝑑𝑧
|𝑧=0 

( B.3 ) 

忽略非線性項，再代入半波高的正交模展開  𝜂 = 𝑞𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)  以及使用流函數 

𝜓(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝜙(𝑧)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 來取代擾動速度： 

 𝑘𝜙 + 𝑈0𝑘𝑞 = 𝜔𝑞 ( B.4 ) 

最後引入無因次物理量，得到無因次之上邊界運動邊界條件。 

 �̃��̃� + 𝑈0̃�̃��̃� = �̃��̃�, 𝑧 = 0 ( B.5 ) 

（２）上邊界之切向應力平衡 

  空氣與水的切向應力在交界面 𝑧 = 𝜂 處會連續，切向應力之方程式參見附錄

一之式 ( A.11 )，並加入擾動項： 
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[2𝜇 (
𝜕𝑢′

𝜕𝑥
−
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
)
𝜕𝜂

𝜕𝑥
+ 𝜇 (

𝑑𝑈

𝑑𝑧
+
𝜕𝑢′

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤′

𝜕𝑥
)((

𝜕𝜂

𝜕𝑥
)
2

− 1)]
𝑎𝑖𝑟

= [2𝜇 (
𝜕𝑢′

𝜕𝑥
−
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
)
𝜕𝜂

𝜕𝑥

+ 𝜇 (
𝑑𝑈

𝑑𝑧
+
𝜕𝑢′

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤′

𝜕𝑥
)((

𝜕𝜂

𝜕𝑥
)
2

− 1)]
𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟

 

( B.6 ) 

上式滿足於 𝑧 = 𝜂 處，使用泰勒級數對 𝑧 = 0 展開，並忽略非線性項： 

 

[𝜇 (
𝑑𝑈

𝑑𝑧
|𝑧=0 + 𝜂(𝑥, 𝑡)

𝑑2𝑈

𝑑𝑧2
|𝑧=0 +

𝜕𝑢′

𝜕𝑧
|𝑧=0 +

𝜕𝑤′

𝜕𝑥
|𝑧=0)]

𝑎𝑖𝑟

= [𝜇 (
𝑑𝑈

𝑑𝑧
|𝑧=0 + 𝜂(𝑥, 𝑡)

𝑑2𝑈

𝑑𝑧2
|𝑧=0 +

𝜕𝑢′

𝜕𝑧
|𝑧=0

+
𝜕𝑤′

𝜕𝑥
|𝑧=0)]

𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟

 

( B.7 ) 

背景狀態流場同樣滿足切向應力平衡式： 

 [𝜇
𝑑𝑈

𝑑𝑧
|𝑧=0]

𝑎𝑖𝑟
= [𝜇

𝑑𝑈

𝑑𝑧
|𝑧=0]

𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟
 ( B.8 ) 

以式 ( B.8 ) 消去式 ( B.7 ) 中的平衡項，接著令空氣的擾動項為零，再代入半波

高的正交模展開以及使用流函數來取代擾動速度，整理後可得到： 

 (D2 + k2)𝜙 +
𝑑2𝑈

𝑑𝑧2
𝑞 = 0 ( B.9 ) 

最後引入無因次物理量，得到線性化無因次切向應力平衡式： 

 (�̃�2 + �̃�2)�̃� + �̃�2�̃��̃� = 0, 𝑧 = 0 ( B.10 ) 

（３）上邊界之法向應力平衡 

  在交界面 𝑧 = 𝜂 處，空氣與水的法向應力和表面張力之平衡式如下。法向應

力之方程式參見附錄一之式 ( A.10 ) 
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{𝑃 −
2𝜇[𝑢𝑥𝜂𝑥

2 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 + 𝑤𝑧]

1 + 𝜂𝑥2
}
𝑎𝑖𝑟

= {𝑃 −
2𝜇[𝑢𝑥𝜂𝑥

2 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 + 𝑤𝑧]

1 + 𝜂𝑥2
}
𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟

+ 𝑇
𝜂𝑥𝑥

(1 + 𝜂𝑥2)
3
2

 

( B.11 ) 

其中總壓力可在分解為背景狀態以及擾動狀態： 

 𝑃 = 𝑃0 + 𝑃′ ( B.12 ) 

在介面處空氣與水的背景狀態壓力是連續的，因此式 ( B.11 ) 中的壓力會只剩下

擾動項。將速度的擾動項也代入式 ( B.11 )： 

 

{
 
 

 
 

𝑃′ −

2𝜇 [
𝜕𝑢′

𝜕𝑥
 (
𝜕𝜂
𝜕𝑥
)
2

− (
𝑑𝑈
𝑑𝑧

+
𝜕𝑢′

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤′

𝜕𝑥
)
𝜕𝜂
𝜕𝑥
+
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
]

1 + (
𝜕𝜂
𝜕𝑥
)
2

}
 
 

 
 

𝑎𝑖𝑟

=

{
 
 

 
 

𝑃′ −

2𝜇 [
𝜕𝑢′

𝜕𝑥
 (
𝜕𝜂
𝜕𝑥
)
2

− (
𝑑𝑈
𝑑𝑧

+
𝜕𝑢′

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤′

𝜕𝑥
)
𝜕𝜂
𝜕𝑥
+
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
]

1 + (
𝜕𝜂
𝜕𝑥
)
2

}
 
 

 
 

𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟

+ 𝑇

𝜕2𝜂
𝜕𝑥2

(1 + (
𝜕𝜂
𝜕𝑥
)
2

)

3
2

 

( B.13 ) 

上式滿足於 𝑧 = 𝜂 處，使用泰勒級數對 𝑧 = 0 展開，並忽略非線性項： 

 [𝑃′ − 2𝜇
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
|𝑧=0]

𝑎𝑖𝑟

= [𝑃′ − 2𝜇
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
|𝑧=0]

𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟

+ 𝑇
𝜕2𝜂

𝜕𝑥2
 ( B.14 ) 

忽略空氣流場的擾動項。 

 𝑃′ − 2𝜇
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
|𝑧=0 + 𝑇

𝜕2𝜂

𝜕𝑥2
= 0 ( B.15 ) 

將擾動總壓力分解為動壓力與靜壓力 𝑃′ = 𝑝′ − 𝜌𝑔𝜂，代入式 ( B.14 )： 
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 (𝑝′ − 𝜌𝑤𝑔𝜂) − 2𝜇𝑤
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
|𝑧=0 + 𝑇

𝜕2𝜂

𝜕𝑥2
= 0 ( B.16 ) 

代入半波高之正交模展開以及流函數來取代擾動速度，將壓力項也以同樣方式做

正交模展開，即𝑝′(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑝′̂(𝑧)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)： 

 (𝑝′̂(𝜂) − 𝜌𝑤𝑔𝑞) + 2𝜇𝑤𝑖𝑘𝐷𝜙 − 𝑘
2𝑇𝑞 = 0 ( B.17 ) 

式中的動壓力擾動項可由 x方向之動量方程式 ( 2.5 b ) 來求得 

 𝑝′̂ = 𝜌𝑤 [
𝜔

𝑘

𝜕𝜙

𝜕𝑧
− 𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝑧
+
𝑑𝑈

𝑑𝑧
𝜙 +

𝜈

𝑖𝑘
(𝐷3 − 𝑘2𝐷)𝜙] ( B.18 ) 

將式 ( B.18 ) 代入式 ( B.17 )，整理後得到： 

 𝑘𝑈0𝐷𝜙 − 𝑘𝐷𝑈𝜙 + 𝑖𝜈𝑤(𝐷
3𝜙 − 3𝑘2𝐷𝜙) + 𝑘𝑔𝑞 +

𝑘3𝑇

𝜌𝑤
𝑞 = 𝜔𝐷𝜙 ( B.19 ) 

最後引入無因次物理量，得到線性化無因次法向應力平衡式，滿足於 𝑧 = 0： 

 
�̃�𝑈0̃�̃��̃� − �̃��̃��̃��̃� + 𝑖

1

𝑅𝑒
(�̃�3�̃� − 3�̃�2�̃��̃�) +

1

𝐹𝑟2
�̃��̃� +

1

𝑊𝑒
�̃�2�̃�

= �̃��̃��̃� 

( B.20 ) 

式中無因次參數定義如下： 

 𝑅𝑒 =
[𝑉][𝐿]

𝜈𝑤
,   𝐹𝑟 =

[𝑉]

√𝑔[𝐿]
,   𝑊𝑒 =

𝜌𝑤[𝑉]
2[𝐿]

𝑇
 ( B.21 ) 

（４）下邊界擾動速度垂直分量為零 

  由圖 2. 1 可以看到背景速度隨深度很快地率減至接近零的值，而在水深較深

之處，水平速度隨深度的變化量很小，幾乎可以假設水平速度的垂直梯度為零。因

此適用截斷法，假設在下邊界 𝑧 = −ℎ 處存在一假想界面，而在 3.3、節中的截斷

高度的取值上，會滿足深水波條件，表面波的運動不會影響到海底。在此假想界面

套用「自由滑動邊界條件」，流體粒子無法穿透此假想界面，滿足垂直擾動速度為

零： 

 𝑤′(𝑥, −ℎ, 𝑡) = 0 ( B.22 ) 

使用流函數來取代擾動速度，並引入無因次物理量，得到第一條下邊界條件： 

 �̃�(−ℎ) = 0 ( B.23 ) 
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（５）下邊界流體質點運動與邊界相切 

  因為水平擾動速度之垂直梯度趨近於零，亦表示流體粒子的水平運動與假想

邊界相切，即： 

 
𝜕𝑢′

𝜕𝑧
|𝑧=−ℎ = 0 ( B.24 ) 

使用流函數來取代擾動速度，並引入無因次物理量，得到第二條下邊界條件： 

 �̃�2�̃�(−ℎ) = 0 ( B.25 ) 
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附錄三、特徵方程組矩陣 

  將推導出的無因次控制方程式 ( 2.9) 以及邊界條件式 ( 2.10 ) – 式 ( 2.14 )，

以契比雪夫多項式 ( 3.3 ) 代入，組成特徵方程組 [𝐴]{𝑥} = �̃�[𝐵]{𝑥}，其中矩陣 

[𝐴] 與 [𝐵] 之大小為(𝑁 + 2) × (𝑁 + 2)。將其分解為多個小矩陣以方便表示。以 

𝐴1、𝐵1 作為控制方程式的部分；𝐴2、𝐵2 作為在截斷高度 �̃� = −ℎ̃ 之邊界條件

部分；𝐴3、𝐵3 作為在水面處 �̃� = 0 之邊界條件部分，排列方式如圖 C. 1所

示。各個矩陣之方程式表示如下，其中 𝑛 = 0,1,2, … ,𝑁、𝑙 = 1,2,3, … ,𝑀 − 1： 

 

𝐴1𝑛(𝜁𝑙) =
𝑖

𝑅𝑒
(
2

ℎ̃
)
4

𝑇𝑛
(4)(𝜁𝑙) + (�̃��̃� −

2𝑖�̃�2

𝑅𝑒
) (
2

ℎ̃
)
2

𝑇𝑛
(2)(𝜁𝑙)

+ (−�̃��̃�3 − �̃��̃�2�̃� +
𝑖�̃�4

𝑅𝑒
)𝑇𝑛(𝜁𝑙) 

( C.1 ) 

 𝐵1𝑛(𝜁𝑙) = (
2

ℎ̃
)
2

𝑇𝑛
(2)(𝜁𝑙) − �̃�

2𝑇𝑛(𝜁𝑙) ( C.2 ) 

 𝐴2𝑛(𝜁𝑀) = [

𝑇𝑛(𝜁𝑀)

(
2

ℎ̃
)
2

𝑇𝑛
(2)(𝜁𝑀)

] ( C.3 ) 

 𝐵2𝑛(𝜁𝑀) = [
0
0
] ( C.4 ) 
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 𝐴3𝑛(1, 𝜁0) = �̃�𝑇𝑛(𝜁0) ( C.5 a) 

 

𝐴3𝑛(2, 𝜁0) = �̃��̃� (
2

ℎ̃
)

 

𝑇𝑛
(1)(𝜁0) − �̃��̃��̃�(𝜁0)𝑇𝑛(𝜁0)

+
𝑖

𝑅𝑒
((
2

ℎ̃
)
3

𝑇𝑛
(3)(𝜁0) − 3�̃�

2 (
2

ℎ̃
)

 

𝑇𝑛
(1)(𝜁0)) 

( C.6 b) 

 𝐴3𝑛(3, 𝜁0) = (
2

ℎ̃
)
2

𝑇𝑛
(2)(𝜁0) + �̃�

2𝑇𝑛(𝜁0) ( C.7 c) 

 𝐵3𝑛(𝜁0) = [

0
2

ℎ̃
𝑇𝑛
(1)(𝜁0)

0

] ( C.8 ) 

  在本附錄列出矩陣 [𝐴] 與 [𝐵] 如圖 C. 2、圖 C. 3所示。 
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圖 C. 1：特徵方程組矩陣與特徵向量之排列方式。 
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圖 C. 2：矩陣 [𝐴]。 

 

 

圖 C. 3：矩陣 [𝐵]。 
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附錄四、二維尾跡流流場之收斂性測試 

  此附錄為 Zhang (1996)解析尾跡流流場前，對參數計算範圍做收斂性的測試。 

  在 𝐹𝑟2 = 0.5，發展率的曲線只有一個分支，選定 �̃� = 0.3 做特徵值的收斂性

測試，如表 D. 1。要收斂至小數點後七位，𝑅𝑒 = 100 需要格點數 80、𝑅𝑒 = 1000 

需要格點數 40、𝑅𝑒 = ∞需要格點數 100。 

  在 𝐹𝑟2 = 2.25，發展率的曲線出現兩個分支，表 D. 2為分支一的收斂性測試

取 �̃� = 0.3。收斂至小數點後七位所需之格點數略高於 𝐹𝑟2 = 0.5 的案例。在收斂

速度最慢的 𝑅𝑒 = ∞ 的情況下，需要格點數 120。 

  分支二只有在 𝑅𝑒 = 1000 及 𝑅𝑒 = ∞ 出現，其收斂性測試如表 D. 3 所示。

在 �̃� = 1.5 時，𝑅𝑒 = 1000 收斂至小數點後七位需要格點數 80，而 𝑅𝑒 = ∞ 就算

做到格點數 300 仍然只收斂至小數點後三位；而在分支二 �̃� = 3 時，𝑅𝑒 = ∞ 只

收斂至小數點後兩位。 

  本文在不同的參數下選擇不同的格點數來計算特徵值，確保其以達到收斂的

狀態。而在 𝐹𝑟2 = 2.25, 𝑅𝑒 = ∞ 的情形，使用 𝑁 = 500 去作圖。 
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表 D. 1：特徵值隨格點數變化之收斂情形(𝐹𝑟2 = 0.5)。 

 

 

表 D. 2：特徵值隨格點數變化之收斂情形(𝐹𝑟2 = 2.25，分支一)。 

 

 

表 D. 3：特徵值隨格點數變化之收斂情形(𝐹𝑟2 = 2.25，分支二)。 
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附錄五、非黏流體成長率不連續問題之探討 

  在 3.2節做數值方法驗證時，以 Zhang (1996)文中的結果做比較，發現本研究

的方法在 𝑅𝑒 = ∞時，會出現特徵值不穩定的情形，在本附錄討論發生此現象的原

因。 

  在附錄四所做的收斂性測試可以看到 𝐹𝑟2 = 2.25、𝑅𝑒 = ∞  的案例中，波數

較大的分支特徵值收斂性很差。因為在附錄四中測試最大格點數只有 N = 300，

所以考慮將格點數調高，觀察是否會使圖形更平滑。圖 E. 1 - 圖 E. 4為不同格點

數的結果，可以看出調高格點數確實能夠減小圖形出現震盪的範圍，在圖 E. 4中

格點數已經達到 N = 2000，仍是無法完全改善此現象，而此時廣義特徵值方程組 

[𝐴]{𝑥} = 𝜔[𝐵]{𝑥} 的反向誤差 ( backward error ) 已經達到 108 的數量級，是不容

忽視的誤差，使得此結果的精確性不能完全信任，推測格點數數量不足不是造成此

現象的主要原因。在圖 E. 5中，僅是稍微改變格點數，在波數大的分支就出現完

全不同的圖形，而波數小的分支圖形是重疊的，且與 Zhang (1996)的結果吻合 ( 如

圖 E. 5中之黑線 )。兩分支的雷諾數 𝑅𝑒 和佛勞德數 𝐹𝑟 相同，卻只有一個分支

對格點數異常敏感，探究兩分支的差異在於波數不同，而在上述案例中，使用的截

斷高度為 ℎ = 4𝜋 𝑘⁄ ，因此在圖 E. 1 - 圖 E. 4中，截斷高度會隨著橫軸而改變，

目的是為了要避免在波數小的區域截斷高度太小，而無法捕捉完整的背景流場圖

形。考慮到截斷高度可能是造成特徵值不連續現象的原因，所以另外仿作 Morland 

et al. (1991)的研究結果一併討論。 

  Morland et al. (1991)文中考慮非黏流體，並且使用多種不同的背景流場來做穩

定性分析與比較，本文選用其中的指數流場： 

 𝑈(𝑧) = 𝑈0𝑒
2𝑧
Δ  ( E.1 ) 

式中 𝛥 為剪切層厚度，此值影響背景流場速度曲線，此案例之截斷高度之選定也

與此物理量有關 ( ℎ = 3𝛥 )。此次測試取 𝑈0 = 46.11 cm s⁄ 、固定 𝛥 = 0.28λm，

其中 𝜆𝑚 = 1.7022 cm  為一定值，表示出現不穩定模態所需之最小速度對應之波

長。固定 𝛥 表示截斷高度也是固定的。由圖 E. 6、圖 E. 7的結果來看，在此波數
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範圍只出現一個不穩定分支，也同樣在波數增大後出現發展率不連續的現象。圖 E. 

7為調高格點數後計算的結果，不連續的範圍有減小但無法完全改善。因為圖 E. 6

和圖 E. 7是固定截斷高度，但仍出現相同的問題，所以排除截斷高度是造成此現

象的原因。將發展率隨波長、剪切層厚度的變化以三維等值線圖表示，如圖 E. 8。

以俯視的角度來呈現則如圖 E. 9。圖上 𝜆 小 ( 𝑘 大 ) 的位置很明顯的看出有圓

形的紋路，即發展率隨著波長震盪，而且不像是隨機的變化，而是有特殊的關聯性。 

  本測試並未找出在求解無黏系統問題時出現發展率不連續的根本原因，鑒於

使用兩種不同流場都出現了同樣的現象，因此推論是由數值方法的使用造成的。根

據此次的測試，在處理非黏流 ( Rayleigh equation ) 的系統時，不適用本研究使用

的數值方法。本研究考慮黏性流體之解析，因此在計算非黏流體產生之問題非本文

討論之重點，仍會繼續以此數值方法來做計算以及結果之呈現。 
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圖 E. 1：發展率隨波數的變化 (𝐹𝑟2 = 2.25, 𝑅𝑒 = ∞, 𝑁 = 500)。 

 

 

圖 E. 2：發展率隨波數的變化 (𝐹𝑟2 = 2.25, 𝑅𝑒 = ∞, 𝑁 = 800)。 
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圖 E. 3：發展率隨波數的變化 (𝐹𝑟2 = 2.25, 𝑅𝑒 = ∞, 𝑁 = 1200)。 

 

 

圖 E. 4：發展率隨波數的變化 (𝐹𝑟2 = 2.25, 𝑅𝑒 = ∞, 𝑁 = 2000)。 
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圖 E. 5：發展率隨波數的變化 (𝐹𝑟2 = 2.25, 𝑅𝑒 = ∞, 𝑁 = 2000)。 
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圖 E. 6：發展率隨波數的變化 (𝑁 = 600)。 

 

 

圖 E. 7：發展率隨波數的變化 (𝑁 = 1000)。 



doi:10.6342/NTU202001671

 

 

57 

 

圖 E. 8：發展率隨波長、剪切層厚度變化的三維等值線圖。 

 

 

圖 E. 9：發展率隨波長、剪切層厚度變化的二維等值線圖。 




