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摘要 

 

本研究探討一空氣剪切流產生與初期發展的不穩定波水波。利用數值解析耦

合空氣與水體流場之穩定性動力方程式－Orr-Sommerfeld 方程式，並滿足空氣與水

交界面之邊界條件。本研究的數值方法為契比雪夫配置法，即使用契比雪夫多項式

展開特徵函數與以配置點離散，兩者所搭配的數值方法，並以 QZ 法求解其衍伸出

的廣義特徵值問題。其計算範圍可擴展至更長的波長（最長至 20 cm）與更強的風

（摩擦速度最大至 100 cm/s），並隨著風速的增加有雙重不穩定模態的產生。研究

結果顯示此數值方法為一容易應用，且有高收斂性與準確性之方法。 

 

 

 

關鍵字：線性穩定性分析、風浪、氣-水界面、契比雪夫配置法、區間分解法 
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Abstract 

 

This study describes the generation and initial growth of unstable water waves by an 

air shear flow. A numerical method is used to solve the air-water coupled Orr-Sommerfeld 

equations and the interfacial boundary conditions is satisfied. The method is based on the 

expansion of the eigenfunctions in terms of Chebyshev polynomials, point collocation, 

and the subsequent solution of the resulting generalized eigenvalue problem with the QZ-

algorithm. The calculation range can be extended to longer wavelengths (up to 20 cm) 

and stronger winds (friction velocity up to 100 cm/s), and double unstable modes are 

produced as wind velocity increases. The results show that this numerical method is easy 

to apply and has high accuracy and convergence. 

 

 

 

Keywords: Linear stability analysis, wind wave, air-water interface, Chebyshev 

collocation method, Domain decomposition method 
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 前言 

 

 研究背景 

 

一初始為平滑靜止的水面，在受到風的吹拂後，水下便形成一剪流場，也因此

空氣與水體交界面被激起了不穩定波。經過近一世紀前人豐富的研究，我們對不穩

定波之形成與發展機制的了解也更深入，卻仍不可謂完全。 

由於雷達波在海洋遙測上的應用越趨頻繁，如：對海底地形的探測、海面油污

的偵測、船跡之追蹤等。當應用雷達波在海面之反射與散射進行遙測時，海表面短

波的存在對遙測影像具有相當的影響性，因此有關造成這些被稱為海面「小尺度表

面粗糙度」（small-scale surface roughness）的海面短波之形成與演化，在 80 年代來

又引起廣泛之研究，如 Phillips & Hasselmann（1986）。 

各派對於氣-水界面不穩定波形成與發展的機制，意見相當分歧。首先嘗試解

釋不穩定波發展機制的為 Jeffreys，Jeffreys（1925）考慮空氣之邊界層流場在不穩

定波波峰的下風處剝離，造成水體流場向上運動的質點受到空氣壓力較小，而向下

運動的質點受到的空氣壓力則較大，所以造成了不穩定波的發展。但 Jeffreys 此一

「剝離」理論適用於較長且較陡的波，並不適用於小尺度、短波長的氣-水界面不

穩定波。自此之後，即有許多前人貢獻有關氣-水界面不穩定波形成與發展的理論

或數值解析之文獻，以下僅將與本研究有直接相關之研究做一回顧。 

Miles（1957, 1962）於 60 年代發表一系列有關風引致水面不穩定波生成之理

論模式與解析，Miles假設風吹水波的形成是起因於空氣流場中不穩定擾動的成長，

藉由擾動空氣流場內壓力的作用，將水面波動發展所需的動量傳輸至水體流場。

Miles（1957）並計算出：從空氣流場傳輸至不穩定波的能量傳輸率與空氣流場中

臨界高度處（critical height；空氣流速等於不穩定波傳播速度之高度）空氣流速之

二次導數成比例。Miles（1962）根據上述之理論基礎，僅考慮空氣流場進行不穩

定波發展機制之研究，而忽略水體流場的存在對不穩定波發展的影響。據此所求得

的不穩定波發展率，與 Larson & Wright（1975）實驗測量得到的發展率比較，兩者

大致吻合。 

Valenzuela（1976）以有限差分法（finite difference method）解析滿足氣-水界
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面邊界條件之氣-水耦合剪流場的穩定性動力方程式（Orr-Sommerfeld equation），

以求得不穩定波的發展率與傳播速度。Valenzuela所得到的不穩定波發展率較Miles

（1962）的結果更接近 Larson & Wright（1975）的實驗測量值。同時 Valenzuela 並

指出，研究氣-水界面不穩定波之發展機制時，不可忽略水體流場。因為考慮水體

流場存在時，我們將解得較大之不穩定波發展率，特別是在較大之空氣流場流速情

況下。 

相同於 Valenzuela（1976）的解析，Kawai（1979）亦以 Runge-Kutta 方法求解

耦合氣-水剪流場的穩定性邊界值問題，以得不穩定波的發展率與傳播速度。Kawai

同時進行實驗量測與其數值解析結果比較。Kawai（1979）與 Valenzuela 的數值解

析主要不同之處為，Kawai 的水體剪流場函數是由他實驗量測，所得的流速資料推

得的誤差函數，而 Valenzuela 為使用線性-對數形式之速度分佈。Kawai 的研究驗

證了 Valenzuela 的結論：「在研究不穩定波的發展機制時，完整的氣-水耦合剪流場

及界面邊界條件是不可忽略的」。Kawai 根據他研究所得的結果發現，擁有極大值

發展率的不穩定波，其傳播速度幾乎為極小值。 

van Gastel, Janssen & Komen（1985）使用逼進法（asymptotic method）解析滿

足氣-水界面邊界條件之耦合剪流場的穩定性動力方程式，並探討不同流場參數對

不穩定波生成的影響。van Gastel et al.（1985）發現增加空氣流場的黏性次邊界層

（viscous sublayer）之高度，對不穩定波發展率有大幅度的增加，也就代表隨著水

面流速的增加，不穩定波的傳播速度亦隨之增加。van Gastel et al.（1985）在其研

究結果得到不穩定波發展率的極大值與空氣摩擦速度三次方成比例的簡單關係。 

Wheless & Csanady（1993）同樣以 compound matrix 方法解析滿足界面邊界條

件之氣-水耦合穩定性動力方程式，改變流體的性質（如流體黏滯性、表面張力）

和流場參數（如空氣摩擦速度、無窮高處之自由空氣流速），討論其對不穩定波發

展的影響。Wheless & Csanady 發現：降低表面張力，不穩定波之發展率將增加，

而傳播速度將降低。擁有極大值發展率與極小值傳播速度的不穩定波，其波數在降

低表面張力後皆增加，且後者增加的較前者多。因此 Wheless & Csanady 認為 Kawai

（1979）的研究發現：「不穩定波發展率的極大值和傳播速度的極小值幾乎同時發

生」，僅是一個在特定表面張力值下的巧合而己，並非一般情況。 

Boomkamp, Boersma, Miesen & Beijnon（1997）以契比雪夫配置法（Chebyshev 

collocation method）解析平行二相流的穩定性問題，此問題為一相似於本研究之氣
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-水耦合剪流場的穩定性分析，其所解析的水體流場僅為一薄層。Boomkamp et al. 

提供了一種穩健的數值方法，其收斂快速且易於應用在不同之平行二相流的穩定

性分析。 

Tsai & Lin（2004）以有限差分法解析海-氣耦合剪流場中初始表面波生成的穩

定性動力方程式，並探討不同流體性質與流場參數對不穩定波發展之影響及成因。

Tsai & Lin 所得到的結果與 Kawai（1979）及 van Gastel et al.（1985）兩者的數值

解析結果相當吻合，並指出 Wheless & Csanady（1993）的數值解析可能是錯誤的，

其計算的發展率約為 Kawai 結果的四倍。 

Zeisel, Stiassnie & Agnon（2008）以契比雪夫配置法解析同樣滿足界面邊界條

件之氣-水耦合穩定性動力方程式，並比起上述研究能計算至更高風速（最高至 1 

m s-1）及更長的波長（最長至 20 cm），且發現雙重不穩定模態的產生。Zeisel et al.

的數值解析與 Tsai & Lin（2004）的結果相當吻合。 

在不穩定波生成初期之短時間內，流場運動之動力方程式中的非線性項尚未

有重要影響時，線性不穩定理論是合理且足夠的。因此本研究以線性不穩定理論探

討空氣與水耦合之剪流場，經由數值解析滿足氣-水界面邊界條件之流場穩定性動

力方程式，以求解氣-水界面不穩定波之發展率與傳播速度，並與 Tsai & Lin（2004）

以及 Zeisel et al.（2008）之數值解析比較，在繪製出中性穩定曲線，以及探討不穩

定模態下之擾動壓力與 x 方向速度的變化。 
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 論文架構 

 

如上節所述，為求解氣-水耦合剪流場之線性穩定性分析，第二章將介紹所需

之統御方程式以及邊界條件。首先於 2.1 節推導穩定性動力方程式；接續由 2.2 節

推導氣-水界面邊界條件以及上、下邊界條件；而後於 2.3 節分別介紹空氣與水體

的背景速度；於 2.4 節介紹應用於空氣流場之匹配條件。第三章將介紹一解析線性

穩定性分析之數值方法。3.1 節為介紹契比雪夫配置法，並代入第二節所推導之方

程式；3.2 節為探討契比雪夫配置法的準確性與收斂性測試。第四章將呈現線性穩

定性分析之結果。4.1 節為比較本研究之數值解析與其他數值解析結果；於 4.2 節

繪製出中性穩定曲線；於 4.3 節呈現擾動壓力與擾動速度的分佈。第五章為本研究

之結論。 
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 控制方程式及邊界條件 

 

 穩定性動力方程式（Orr-Sommerfeld Equation） 

 

考慮一受微小擾動之空氣與水體耦合的二維黏性流場，此空氣流場在無窮高

處以,𝑈∞,之水平速度運動，並引致水體運動。在未受擾動前，空氣與水體的運動皆

為二維平行剪流場，並建立於,𝑥 − 𝑧,座標系統中，𝑥,軸表示水平沿流場方向運動為

正；𝑧,軸表示以向上為正之垂直方向。其中,𝑧 = 0,為平均水平面處。假設空氣與水

皆為不可壓縮、密度均勻分佈且黏滯係數為定值之牛頓流體。以下推導過程以水體

為例，並以下標 w 來表示水體中的物理量與參數。 

受擾動之水下流場需滿足連續及動量方程式（Navier-Stokes equation）： 

 𝛻 ∙ 𝑉𝑤⃑⃑⃑⃑ = 0 

（2.1） 

 
𝜕𝑉𝑤⃑⃑⃑⃑ 

𝜕𝑡
+ (𝑉𝑤⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝛻)𝑉𝑤⃑⃑⃑⃑ = −

1

𝜌𝑤
𝛻𝑃𝑤 + 𝜈𝑤𝛻2𝑉𝑤⃑⃑⃑⃑  

其中,𝑉𝑤⃑⃑⃑⃑ ,和,𝑃𝑤,分別表示為受擾動水體之速度及動壓力（dynamic pressure），𝜈𝑤,與,𝜌𝑤,

分別表示為水的動黏滯係數與密度。 

而「受擾動後流場」之速度與動壓力可分解成未受擾動之「背景狀態流場」項與額

外增加之「擾動狀態流場」項： 

 𝑉𝑤⃑⃑⃑⃑ (𝑥, 𝑧, 𝑡) = (𝑈𝑤(𝑧) + 𝑢𝑤
′ (𝑥, 𝑧, 𝑡), 𝑤𝑤

′ (𝑥, 𝑧, 𝑡)) 
（2.2） 

 𝑃𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑃0,𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝑝𝑤
′ (𝑥, 𝑧, 𝑡) 

式中,𝑢𝑤
′ 、w𝑤

′ ,與,𝑝𝑤
′ ,分別表示為擾動項的,𝑥、𝑧,方向速度與動壓力，𝑈𝑤,與,𝑃0,𝑤,則分

別表示為水體背景狀態的平行流場速度與動壓力。 

將（2.2）代入（2.1）之統御方程式： 

 
𝜕(𝑈𝑤 + 𝑢𝑤

′ )

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤𝑤
′

𝜕𝑧
= 0 

（2.3） 

 

𝜕(𝑈𝑤 + 𝑢𝑤
′ )

𝜕𝑡
+ (𝑈𝑤 + 𝑢𝑤

′ )
𝜕(𝑈𝑤 + 𝑢𝑤

′ )

𝜕𝑥
+ 𝑤𝑤

′
𝜕(𝑈𝑤 + 𝑢𝑤

′ )

𝜕𝑧

= −
1

𝜌𝑤

𝜕(𝑃0,𝑤 + 𝑝𝑤
′ )

𝜕𝑥
+ 𝜈𝑤∇2(𝑈𝑤 + 𝑢𝑤

′ ) 
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𝜕𝑤𝑤
′

𝜕𝑡
+ (𝑈𝑤 + 𝑢𝑤

′ )
𝜕𝑤𝑤

′

𝜕𝑥
+ 𝑤𝑤

′
𝜕𝑤𝑤

′

𝜕𝑧

= −
1

𝜌𝑤

𝜕(𝑃0,𝑤 + 𝑝𝑤
′ )

𝜕𝑧
+ 𝜈𝑤∇2𝑤𝑤

′  

而背景狀態流場亦要滿足動量方程式： 

 0 = −
1

𝜌𝑤

𝜕𝑃0,𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜈𝑤𝛻2𝑈𝑤 

（2.4） 

 0 = −
1

𝜌𝑤

𝜕𝑃0,𝑤

𝜕𝑧
 

將受擾動流場（2.3）扣除背景流場（2.4）後，忽略非線性項可得到線性化之統御

方程式： 

 
𝜕𝑢𝑤

′

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤𝑤
′

𝜕𝑧
= 0 

（2.5）  
𝜕𝑢𝑤

′

𝜕𝑡
+ 𝑈𝑤

𝜕𝑢𝑤
′

𝜕𝑥
+ 𝑤𝑤

′
𝑑𝑈𝑤

𝑑𝑧
= −

1

𝜌𝑤

𝜕𝑝𝑤
′

𝜕𝑥
+ 𝜈𝑤∇2𝑢𝑤

′  

 
𝜕𝑤𝑤

′

𝜕𝑡
+ 𝑈𝑤

𝜕𝑤𝑤
′

𝜕𝑥
= −

1

𝜌𝑤

𝜕𝑝𝑤
′

𝜕𝑧
+ 𝜈𝑤∇2𝑤𝑤

′  

二維不可壓縮流存在一流函數（stream function）𝜓。若考慮其在,𝑥 ,方向以周

長 ,𝜆 ,與時間上以速度 ,𝑐 ,傳播，則此水之擾動流函數可表示為 ,𝜓𝑤
′ (𝑥, 𝑧, 𝑡) =

𝜙�̂�(𝑧)𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)，其中 ,𝑘 = 2𝜋/𝜆 ,為波數。本研究僅考慮在時間上的不穩定性

（temporal instability），而非空間中之不穩定（spatial instability），因此假設,𝑘,為一

正實數，𝑐,為複數（𝑐 = 𝑐𝑟 + 𝑖𝑐𝑖）。若,𝑐𝑖 > 0，擾動波將隨時間以,𝑘𝑐𝑖 = 𝜔𝑖,之發展率

成長，則此波為不穩定的。反之，若,𝑐𝑖 < 0，則擾動波以,𝜔𝑖,之發展率衰減，因此

為穩定的擾動波。 

以擾動之流函數來表示擾動速度： 

 𝑢𝑤
′ (𝑥, 𝑧, 𝑡) =

𝜕𝜓𝑤
′ (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
=

𝑑𝜙�̂�(𝑧)

𝑑𝑧
𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡) 

（2.6） 

 𝑤𝑤
′ (𝑥, 𝑧, 𝑡) = −

𝜕𝜓𝑤
′ (𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝑖𝑘𝜙�̂�(𝑧)𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡) 

將擾動狀態流場（2.5）之速度項以（2.6）代入： 
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(−𝑖𝑘𝑐
𝑑𝜙�̂�

𝑑𝑧
+ 𝑖𝑘𝑈𝑤

𝑑𝜙�̂�

𝑑𝑧
− 𝑖𝑘

𝑑𝑈𝑤

𝑑𝑧
𝜙�̂�) 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)

= −
1

𝜌𝑤

𝜕𝑝𝑤
′

𝜕𝑥
+ 𝜈𝑤 (−𝑘2

𝑑𝜙�̂�

𝑑𝑧
+

𝑑3𝜙�̂�

𝑑𝑧3
) 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡) 

（2.7） 

  

(−𝑘2𝑐𝜙�̂� + 𝑘2𝑈𝑤𝜙�̂�)𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)

= −
1

𝜌𝑤

𝜕𝑝𝑤
′

𝜕𝑧
+ 𝜈𝑤 (𝑖𝑘3𝜙�̂� − 𝑖𝑘

𝑑2𝜙�̂�

𝑑𝑧2
) 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡) 

其中連續方程式會自動滿足。接著將兩方程式（2.7）交叉對,𝑥,及,𝑧,,微分以消去壓

力項,𝑝𝑤
′ ，可得到一描述水體擾動流場之線性穩定性動力方程式： 

 

−𝑘(𝑐 − 𝑈𝑤)
𝑑2𝜙�̂�

𝑑𝑧2
+ [𝑘3(𝑐 − 𝑈w) − 𝑘

𝑑2𝑈𝑤

𝑑𝑧2
] 𝜙�̂�

= −𝑖𝜈𝑤 (
𝑑4𝜙�̂�

𝑑𝑧4
− 2𝑘2

𝑑2𝜙�̂�

𝑑𝑧2
+ 𝑘4𝜙�̂�) 

（2.8） 

選擇空氣摩擦速度,𝑢∗ = √𝜏𝑎/𝜌𝑎,為流場之特徵速度,[𝒱]，1/𝑘,為特徵長度,[ℒ]。

其中,𝜏𝑎,為氣-水界面作用於空氣之剪應力，因通過界面之剪應力需為連續，故在界

面上作用於空氣之剪應力,𝜏𝑎，應等於作用於水體之剪應力,𝜏𝑤。以上述所選之特徵

速度及長度，將水體之穩定性動力方程式（2.8）無因次化，並以,~,表示無因次之

變數： 

 𝑘 =
1

[ℒ]
�̃�,    (𝑈, 𝑐) = [𝒱](�̃�, �̃�),    𝑧 = [ℒ]�̃�,    �̂� = [𝒱ℒ]�̃� （2.9） 

將上述之無因次變數（2.9）代入（2.8），則可得無因次之穩定性動力方程式： 

 

−�̃�(�̃� − 𝑈�̃�)
𝑑2𝜙�̃�

𝑑�̃�2
 + [�̃�3(�̃� − 𝑈�̃�) − �̃�

𝑑2𝑈�̃�

𝑑�̃�2
] 𝜙�̃�

= −
𝑖

𝑅𝑤
(
𝑑4𝜙�̃�

𝑑�̃�4
− 2�̃�2

𝑑2𝜙�̃�

𝑑�̃�2
+ �̃�4𝜙�̃�) 

（2.10） 

其中,𝑅𝑤 = 𝑢∗/𝑘𝜈𝑤 ,為水體之雷諾數（Reynolds number）。上式即為通稱之 Orr-

Sommerfeld 方程式。 

同上述之水體流場，空氣中的無因次穩定性動力方程式為： 
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−�̃�(�̃� − 𝑈�̃�)
𝑑2𝜙�̃�

𝑑�̃�2
 + [�̃�3(�̃� − 𝑈�̃�) − �̃�

𝑑2𝑈�̃�

𝑑�̃�2
] 𝜙�̃�

= −
𝑖

𝑅𝑎
(
𝑑4𝜙�̃�

𝑑�̃�4
− 2�̃�2

𝑑2𝜙�̃�

𝑑�̃�2
+ �̃�4𝜙�̃�) 

（2.11） 

其中以下標,𝑎 ,表示空氣之變數與參數，空氣流場之擾動流函數為,𝜓𝑎
′ (𝑥, 𝑧, 𝑡) =

𝜙�̂�(𝑧)𝑒
𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡),，𝑅𝑎 = 𝑢∗/𝑘𝜈𝑎,為空氣之雷諾數，𝑈𝑎(𝑧),為空氣在背景狀態的平行流

流速。 
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 邊界條件 

 

本研究考慮的流場共存在三個邊界，一為空氣與水體的界面，另外兩個分別是

空氣流場與水體流場的無窮遠處。求解（2.10）與（2.11）之穩定性動力方程式需

於上述之邊界上滿足適當之邊界條件。為與動力方程式的階次（線性）一致，氣-

水界面之邊界條件需經線性化處理。 

空氣與水體流場在受擾動後，假設氣-水界面為,𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡),，並在此界面上需

滿足以下之物理條件：（1）流體質點之運動需相切於界面、（2）空氣與水體流場之

速度需連續、（3）界面上之剪應力需連續、（4）界面上之正應力需與表面張力平衡。

其中有關流體剪應力及正應力表示式，為三維應力張量簡化後得到之二維流場應

力關係式，其推導過程詳見附錄一。考慮均勻表面張力分佈，而無張力梯度之存在。

以下將推導於界面處之邊界條件：  

 

（1） 空氣與水交界面的運動邊界條件（kinematic condition） 

考慮兩不相溶的流體，兩者間存在一共同交界面（interface），於二維流場可表

示為,𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 − 𝜂(𝑥, 𝑡)。對空氣與水體的交界面而言，不管空氣與水體如何運

動，必須符合沒有任何物質傳輸此一條件，即空氣與水都無法穿透此一界面。以方

程式表示即為： 

 
𝐷𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝐷𝑡
= 0 （2.12） 

上式在,𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡),處成立。將上式展開並代入受擾動狀態之物理量（2.2）後可得： 

 −
𝜕𝜂(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ [𝑈𝑤(𝜂) + 𝑢𝑤

′ (𝑥, 𝜂, 𝑡)]
−𝜕𝜂(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑤𝑤

′ (𝑥, 𝜂, 𝑡) = 0 （2.13） 

以泰勒級數將上式展開至,𝑧 = 0,可得： 

 

𝜕𝜂

𝜕𝑡
+ [𝑈𝑤(0) +

𝑑𝑈𝑤(0)

𝑑𝑧
𝜂 + ⋯]

−𝜕𝜂

𝜕𝑥

+ [𝑢𝑤
′ (𝑥, 0, 𝑡) +

𝜕𝑢𝑤
′ (𝑥, 0, 𝑡)

𝜕𝑧
𝜂 + ⋯]

−𝜕𝜂

𝜕𝑥

+ [𝑤𝑤
′ (𝑥, 0, 𝑡) +

𝜕𝑤𝑤
′ (𝑥, 0, 𝑡)

𝜕𝑧
𝜂 + ⋯] = 0 

（2.14） 
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忽略上式中之非線性項。如同擾動狀態之空氣與水體流場，我們亦考慮波數為,𝑘、

發展率為,𝑘𝑐𝑖,之擾動狀態的氣-水界面，則擾動界面位移為,𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑞𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡),，其

中,𝑞,表示振幅。以流函數（2.6）表示擾動速度項，即可得到在,𝑧 = 0,處成立之線性

方程式： 

 (𝑐 − 𝑈0)𝑞 − 𝜙�̂�(0) = 0 （2.15） 

其中,𝑈0 = 𝑈𝑤(0) = 𝑈𝑎(0),為背景狀態之水面流速。 

 

（2） 在空氣與水交界面處的速度需連續 

𝑥,方向與,𝑧,方向上之空氣流場與水體流場速度在,𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡),處需為連續，代入

受擾動狀態之物理量（2.2）後可表示為： 

 𝑈𝑎(𝜂) + 𝑢𝑎
′ (𝑥, 𝜂, 𝑡) = 𝑈𝑤(𝜂) + 𝑢𝑤

′ (𝑥, 𝜂, 𝑡) （2.16） 

 𝑤𝑎
′(𝑥, 𝜂, 𝑡) = 𝑤𝑤

′ (𝑥, 𝜂, 𝑡) （2.17） 

將上述二式以泰勒級數展開至 ,𝑧 = 0，扣除背景流場所滿足的界面邊界條件

為：,𝑈𝑤(0) = 𝑈𝑎(0)，忽略式中非線性項，以流函數（2.6）表示擾動速度項，則可

得到在,𝑧 = 0,處成立的線性方程式： 

 
𝑑𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧
+

𝑑𝑈𝑎(0)

𝑑𝑧
𝑞 =

𝑑𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧
+

𝑑𝑈𝑤(0)

𝑑𝑧
𝑞 （2.18） 

 𝜙�̂�(0) = 𝜙�̂�(0) （2.19） 

 

（3） 剪應力在空氣與水交界面處需連續 

在,𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡),處，剪應力連續之數學方程式可由附錄一之（A.10），代入受擾

動狀態之物理量（2.2）： 

 

𝜇𝑎 [2
𝜕𝜂

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑎

′

𝜕𝑥
−

𝜕𝑤𝑎
′

𝜕𝑧
) + [(

𝜕𝜂

𝜕𝑥
)
2

− 1](
𝑑𝑈𝑎

𝑑𝑧
+

𝜕𝑢𝑎
′

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤𝑎
′

𝜕𝑥
)]

= 𝜇𝑤 [2
𝜕𝜂

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑤

′

𝜕𝑥
−

𝜕𝑤𝑤
′

𝜕𝑧
)

+ [(
𝜕𝜂

𝜕𝑥
)
2

− 1] (
𝑑𝑈𝑤

𝑑𝑧
+

𝜕𝑢𝑤
′

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤𝑤
′

𝜕𝑥
)] 

（2.20） 
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以泰勒級數展開至,𝑧 = 0 ,後忽略非線性項，扣除背景狀態流場所滿足之條件：

𝜇𝑎𝑑𝑈𝑎(0)/𝑑𝑧 = 𝜇𝑤𝑑𝑈𝑤(0)/𝑑𝑧。以流函數（2.6）表示方程式中之擾動速度，則可

得到在,𝑧 = 0,處成立之線性方程式： 

 

𝜇𝑎

𝜇𝑤
(
𝑑2𝑈𝑎(0)

𝑑𝑧2
𝑞 +

𝑑2𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧2
+ 𝑘2𝜙�̂�(0))

=
𝑑2𝑈𝑤(0)

𝑑𝑧2
𝑞 +

𝑑2𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧2
+ 𝑘2𝜙�̂�(0) 

（2.21） 

 

（4） 正應力在空氣與水交界面處需與表面張力平衡 

在,𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡),處，正應力平衡之數學方程式可由附錄一之（A.11）表示，代入

受擾動狀態之物理量（2.2）及水體與空氣受擾動之總壓力，其中受擾動之總壓力

分別表示為,𝑃𝑡,𝑎 = 𝑃𝑡,0,𝑎 + 𝑃𝑡,𝑎
′ ,與,𝑃𝑡,𝑤 = 𝑃𝑡,0,𝑤 + 𝑃𝑡,𝑤

′ ： 

 

𝑃𝑡,0,𝑎 + 𝑃𝑡,𝑎
′ − 2𝜇𝑎

𝜕𝑢𝑎
′

𝜕𝑥
(
𝜕𝜂
𝜕𝑥

)
2

− (
𝑑𝑈𝑎

𝑑𝑧
+

𝜕𝑢𝑎
′

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤𝑎
′

𝜕𝑥
)
𝜕𝜂
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤𝑎

′

𝜕𝑧

1 + (
𝜕𝜂
𝜕𝑥

)
2  

= 𝑃𝑡,0,𝑤 + 𝑃𝑡,𝑤
′ − 2𝜇𝑤

𝜕𝑢𝑤
′

𝜕𝑥
(
𝜕𝜂
𝜕𝑥

)
2

− (
𝑑𝑈𝑤

𝑑𝑧
+

𝜕𝑢𝑤
′

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤𝑤
′

𝜕𝑥
)
𝜕𝜂
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤𝑤

′

𝜕𝑧

1 + (
𝜕𝜂
𝜕𝑥

)
2

+ 𝑇

𝜕2𝜂
𝜕𝑥2

[1 + (
𝜕𝜂
𝜕𝑥

)
2

]

3/2
 

（2.22） 

將上述方程式（2.22）扣除背景狀態總壓力所滿足之條件：𝑃𝑡,0,𝑎(𝑥, 𝜂, 𝑡) =

𝑃𝑡,0,𝑤(𝑥, 𝜂, 𝑡),及,𝜇𝑎𝑑𝑈𝑎(𝜂)/𝑑𝑧 = 𝜇𝑤𝑑𝑈𝑤(𝜂)/𝑑𝑧，並以流函數（2.6）表示方程式中的

擾動速度項。其中擾動之總壓力可分解為動壓力與靜壓力並表示為： 

 𝑃𝑡,𝑎
′ (𝑥, 𝜂, 𝑡) = 𝑝𝑎

′ (𝑥, 𝜂, 𝑡) − 𝜌𝑎𝑔𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑝�̂�(𝜂)𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡) − 𝜌𝑎𝑔𝜂(𝑥, 𝑡) 

（2.23） 

 𝑃𝑡,𝑤
′ (𝑥, 𝜂, 𝑡) = 𝑝𝑤

′ (𝑥, 𝜂, 𝑡) − 𝜌𝑤𝑔𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑝�̂�(𝜂)𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡) − 𝜌𝑤𝑔𝜂(𝑥, 𝑡) 

,𝑝�̂�(𝜂),與,𝑝�̂�(𝜂),可分別從空氣與水體流場的,𝑥,方向擾動狀態之動量方程式求得： 
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𝑝�̂�(𝜂) =
𝜇𝑎

𝑖𝑘
(
𝑑3𝜙�̂�(𝜂)

𝑑𝑧3
− 𝑘2

𝑑𝜙�̂�(𝜂)

𝑑𝑧
)

+ 𝜌𝑎 [(𝑐 − 𝑈𝑎)
𝑑𝜙�̂�(𝜂)

𝑑𝑧
+

𝑑𝑈𝑎

𝑑𝑧
𝜙�̂�(𝜂)] 

（2.24） 

 

𝑝�̂�(𝜂) =
𝜇𝑤

𝑖𝑘
(
𝑑3𝜙�̂�(𝜂)

𝑑𝑧3
− 𝑘2

𝑑𝜙�̂�(𝜂)

𝑑𝑧
)

+ 𝜌𝑤 [(𝑐 − 𝑈𝑤)
𝑑𝜙�̂�(𝜂)

𝑑𝑧
+

𝑑𝑈𝑤

𝑑𝑧
𝜙�̂�(𝜂)] 

將（2.23）與（2.24）代入正應力的邊界條件方程式（2.22）中，以泰勒級數對,𝑧 = 0,

展開並忽略非線性項，則此一條件在,𝑧 = 0,之線性方程式如下所示： 

 

𝜌𝑎

𝜌𝑤
[(𝑈0 − 𝑐)

𝑑𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧
−

𝑑𝑈𝑎(0)

𝑑𝑧
𝜙�̂� +

𝑖𝜈𝑎

𝑘
(
𝑑3𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧3
− 3𝑘2

𝑑𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧
)] 

= [(𝑈0 − 𝑐)
𝑑𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧
−

𝑑𝑈𝑤(0)

𝑑𝑧
𝜙�̂� +

𝑖𝜈𝑤

𝑘
(
𝑑3𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧3
− 3𝑘2

𝑑𝜙�̂�(0)

𝑑𝑧
)]

+ 𝑔𝑞 (
𝜌𝑤 − 𝜌𝑎

𝜌𝑤
) −

𝑘2𝑇𝑞

𝜌𝑤
 

（2.25） 

以特徵長度及特徵速度將上述五個氣-水界面邊界條件無因次化，可得滿足

於,𝑧 = 0,之無因次氣-水界面邊界條件： 

 (�̃� − 𝑈0̃)�̃� − 𝜙w̃ = 0 

（2.26） 

 
𝑑𝜙�̃�

𝑑�̃�
+

𝑑𝑈�̃�

𝑑�̃�
�̃� =

𝑑𝜙�̃�

𝑑�̃�
+

𝑑𝑈�̃�

𝑑�̃�
�̃� 

 𝜙�̃� = 𝜙�̃� 

 𝑚 [
𝑑2𝜙�̃�

𝑑�̃�2
+ �̃�2𝜙�̃� +

𝑑2𝑈�̃�

𝑑�̃�2
�̃�] =

𝑑2𝜙�̃�

𝑑�̃�2
+ �̃�2𝜙�̃� +

𝑑2𝑈�̃�

𝑑�̃�2
�̃� 

 

𝑟 [(𝑈0̃ − �̃�)
𝑑𝜙�̃�

𝑑�̃�
−

𝑑𝑈�̃�

𝑑�̃�
𝜙�̃� +

𝑖

�̃�𝑅𝑎

[
𝑑3𝜙�̃�

𝑑�̃�3
− 3�̃�2

𝑑𝜙�̃�

𝑑�̃�
]] 

= (𝑈0̃ − �̃�)
𝑑𝜙�̃�

𝑑�̃�
−

𝑑𝑈�̃�

𝑑�̃�
𝜙�̃� +

𝑖

�̃�𝑅𝑤

[
𝑑3𝜙�̃�

𝑑�̃�3
− 3�̃�2

𝑑𝜙�̃�

𝑑�̃�
] + (�̃�2𝑊 + 𝐹)�̃� 
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其中,𝑚 = 𝜇𝑎/𝜇𝑤,為空氣對水之黏滯係數比，𝑟 = 𝜌𝑎/𝜌𝑤,為空氣對水之密度比，𝑊 =

1/𝑊𝑒 = 𝑘𝑇/(𝜌𝑤𝑢∗
2) ,為韋伯數（𝑊𝑒）之導數，𝐹 = 1/𝐹𝑟2 = (𝜌𝑤 − 𝜌𝑎)𝑔/(𝜌𝑤𝑘𝑢∗

2) ,

為福祿數（𝐹𝑟）平方之導數，𝑇,為表面張力係數，𝑔,為重力加速度。 

 

在無窮遠處的邊界上，空氣與水體流場其擾動速度皆為零，因此其無因次形式

為： 

 𝜙�̃�(�̃�) =
𝑑𝜙�̃�(�̃�)

𝑑�̃�
= 0, �̃� → −∞ （2.27） 

 𝜙�̃�(�̃�) =
𝑑𝜙�̃�(�̃�)

𝑑�̃�
= 0, �̃� → ∞ （2.28） 

綜合上述之統御方程式（2.10）-（2.11）與邊界條件（2.26）-（2.37），即可

構成此穩定性分析的解，同時可表示為一廣義特徵值問題（generalized eigenvalue  

problem）的解。此解需為非零解（nontrivial solution），即,�̃� ≠ 0。因此廣義特徵值,�̃�,

需滿足以下色散關係（dispersion relation）： 

 �̃� = �̃�(�̃�, 𝑅𝑤, 𝑅𝑎, 𝑚, 𝑟,𝑊, 𝐹) （2.29） 
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 背景狀態剪流場之速度分佈 

 

（A） 空氣流場速度分佈 

利用平板邊界層紊流場的實測速度資料，Miles（1962）將空氣背景狀態平行

流場表示為「線性-對數」（linear-logarithmic）形式之速度分佈。其中 Miles 僅考

慮空氣流場之不穩定性，因此氣-水界面可視為一「不平滑」之邊界（no-slip 

boundary），在界面上空氣之流速為零。 

若考慮空氣與水體耦合之流場，則空氣在界面上之流速等於水體表面之流

速,𝑈0，而 Miles 之空氣流場速度分佈修正為以下形式： 

在黏性次邊界層（viscous sublayer）中之流場「線性」速度分佈為： 

 𝑈𝑎(𝑧) = 𝑈0 +
𝑢∗

2

𝜈𝑎
𝑧, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝛿 （2.30） 

在黏性次邊界層以外之流場速度呈「對數函數」分佈： 

 𝑈𝑎(𝑧) = 𝑈0 + 𝑠𝑢∗ +
𝑢∗

𝜅
[𝛾 − tanh (

𝛾

2
)] , 𝑧 ≥ 𝛿 （2.31） 

上式之,𝛾,滿足以下關係式： 

 sinh 𝛾 =
2𝜅𝑢∗

𝜈𝑎

(𝑧 − 𝛿) （2.32） 

其中,𝜅 = 0.4,為 von Kármán 常數，𝛿 = 𝑠𝜈𝑎/𝑢∗,為黏性次邊界層之高度，𝑠,值決定黏

性次邊界層之厚度，而水面上空氣邊界層紊流之,𝑠,值約為 5。此空氣速度分佈及其

一次與二次導數皆連續於次邊界層高度,𝑧 = 𝛿。 

上述之空氣流場速度函數廣泛被使用於氣-水界面不穩定波，如 Valenzuela

（1976）、Tsai & Lin（2004）與 Zeisel et al.（2008）等，因此在本研究中，選擇此

「線性-對數」形式為空氣背景狀態流場速度函數分佈。 
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（B） 水體流場速度分佈 

相較於空氣流場的「線性-對數」函數速度分佈，對於水體流場之速度分佈，

各研究的選擇都不相同。在本穩定性分析中之水體背景流場速度，選擇 van Gastel 

et al.（1985）以指數函數近似之背景狀態水體流速的垂直分佈： 

 𝑈𝑤(𝑧) = 𝑈0 exp (
𝜌𝑎𝑢∗

2

𝑈0𝜇𝑤
𝑧) （2.33） 

𝑈0,為水體表面流速，𝑢∗,為空氣摩擦速度。其中,𝑈0,可根據 Kawai（1979）定義為空

氣摩擦速度之一半，即,𝑈0 = 0.5𝑢∗。 

由（2.30）與（2.33）可知速度分佈在交界面,𝑧 = 0,其一次與二次導數為不連

續，然而剪應力於界面需為連續，故空氣之剪應力,𝜏𝑎 ,應等於水體之剪應力,𝜏𝑤，

即,𝜇𝑎𝑑𝑈𝑎/𝑑𝑧 = 𝜇𝑤𝑑𝑈𝑤/𝑑𝑧。 

圖 2.1-圖 2.3 顯示本研究所採用之氣-水耦合剪流場的速度、速度之一次導數

與二次導數在垂直方向的變化。由圖 2.1-圖 2.3 可看出空氣流場中之速度、速度之

一次導數與二次導數均遠大於水體流場，但此結果不表示空氣流場比水體流場對

不穩定擾動的影響大，因空氣流體的密度遠小於水體流體的密度。 

由圖 2.1 或（2.31）可觀察出速度在無窮遠處時為無限大，因此造成數值解析

無法直接解析至無窮遠處。而由圖 2.3 可觀察出速度之二次導數在黏性次邊界層上

方，於小範圍內有極大的變化，因此需以很高網格的解析度才能捕捉其中的變化。

上述速度與速度之二次導數的問題，將存在穩定性動力方程式中，扮演不穩定擾動

的影響因子，並於下節探討對上述兩種問題之處理。 
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圖 2.1：背景狀態剪流場速度於垂直方向之變化。其中以 𝑢∗ = 30 cm/s 表示。 
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圖 2.2：背景狀態剪流場速度之一次導數於垂直方向之變化。其中以 𝑢∗ = 30 cm/s

表示。 
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圖 2.3：背景狀態剪流場速度之二次導數於垂直方向之變化。其中以 𝑢∗ = 30 cm/s

表示。 
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 匹配條件（Matching condition） 

 

此節將同樣如 Boomkamp et al.（1997）應用區域分解法（domain decomposition 

method）（如：Canuto, Hussaini, Quarteroni & Zang（1988）），把特徵函數的區間分

解為兩子區間（subdomain），並各別以兩不同特徵函數表示，其中兩特徵函數間將

以匹配條件來連結。 

首先將處理速度之二次導數內的問題，即在黏性次邊界層上方時，於小範圍內

有極大的變化。本研究使用的為配置點，其特性為在邊界處較密集，因此需以高解

析的網格才能捕捉到此變化。然而如以區域分解法將空氣流場之特徵函數

（eigenfunction）𝜙𝑎(𝑧),分解為,𝜙𝑎1(𝑧),及,𝜙𝑎2(𝑧),兩特徵函數，其中下標 a1 為空氣

線性流場，a2 為空氣對數流場。兩特徵函數描述的區間分別為,[0, 𝛿],與,[𝛿, ℎ]，因

此對於黏性次邊界層,𝑧 = 𝛿,上方，會有配置點在邊界處高解析的網格，所以速度之

二次導數的變化能更精確地捕捉。爾後之數值方法都以,𝜙𝑎1(𝑧),及,𝜙𝑎2(𝑧),兩特徵函

數解析，並於第三章與直接以單一特徵函數,𝜙𝑎(𝑧),解析之結果比較，以證實於黏性

次邊界層,𝑧 = 𝛿,處應用區域分解法的重要性。 

於,𝜙𝑎1(𝑧),及,𝜙𝑎2(𝑧),兩特徵函數間，即,𝑧 = 𝛿,處，以匹配條件連結。其中匹配

條件需滿足水平與垂直兩方向之速度及應力連續，因此無因次匹配條件表示為： 

 𝜙𝑎1̃(𝛿) = 𝜙𝑎2̃(𝛿) 

（2.34） 

 
𝑑𝜙𝑎1̃(𝛿)

𝑑�̃�
=

𝑑𝜙𝑎2̃(𝛿)

𝑑�̃�
 

 
𝑑2𝜙𝑎1̃(𝛿)

𝑑�̃�2
=

𝑑2𝜙𝑎2̃(𝛿)

𝑑�̃�2
 

 
𝑑3𝜙𝑎1̃(𝛿)

𝑑�̃�3
=

𝑑3𝜙𝑎2̃(𝛿)

𝑑�̃�3
 

 

之後將處理速度在無窮遠處時為無限大的問題，以下將介紹兩種處理方法：  

第一種處理方法為截斷計算區間的高度至一定值，並在此截斷高度以適當的

條件替代。因此在本研究的數值解析中，空氣與水之截斷高度為,𝑧 = ±ℎ，而擾動

流場在此邊界上需滿足「自由滑移條件」（free-slip condition），亦即在,𝑧 = ±ℎ,邊界

之切線方向無剪力作用，與流體質點之連動與邊界相切，故表示邊界垂直之速度分
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量為零。因此以流函數（2.6）表示擾動速度項，則無因次之自由滑移條件為： 

 
𝑑2𝜙�̃�(−ℎ̃)

𝑑�̃�2
= 0;  𝜙�̃�(−ℎ̃) = 0 （2.35） 

 
𝑑2𝜙�̃�(ℎ̃)

𝑑�̃�2
= 0;  𝜙�̃�(ℎ̃) = 0 （2.36） 

第二種處理方法為欲描述上邊界至無窮遠處，故將空氣流場速度於一定高度

後為定值，同如 Boomkamp et al.（1997）所述。假設空氣流場於一截斷高度,ℎ,後

之背景速度為定值，即,𝑈𝑎(𝑧) = 𝑈𝑎(ℎ) = 𝑈ℎ, 𝑧 > ℎ。將上述假設代入空氣中的穩定

性動力方程式（2.11），並滿足邊界條件（2.28），可解得一描述,𝑧 > ℎ ,區域的解析

解，其以無因次形式表示為： 

 

𝜙𝑎3̃(�̃�) = 𝐷 exp[−�̃�(�̃� − ℎ̃)]

+ 𝐸 exp [−√�̃�2 + 𝑖�̃�𝑅𝑎(𝑈ℎ̃ − �̃�)(�̃� − ℎ̃)] , �̃� > ℎ̃ 
（2.37） 

其中,𝐷,與,𝐸,為係數。 

將上述解析解（2.37）應用於數值解析時，同樣將以區域分解法將空氣流場的特徵

函數,𝜙𝑎(𝑧),於此高度,𝑧 = ℎ,分為,𝜙𝑎2(𝑧),及,𝜙𝑎3(𝑧),兩特徵函數，其描述之區間分別

為,[𝛿, ℎ],與,[ℎ,∞),，其中下標 a2 表示空氣對數流場，a3 為空氣常數流場。在,𝜙𝑎2(𝑧)

及,𝜙𝑎3(𝑧),兩特徵函數間，以匹配條件連結時，將於導數項產生非線性於,�̃�,之項，

如：,𝑑𝜙𝑎3̃(ℎ̃)/𝑑�̃� = −�̃�𝐷 + −√�̃�2 + 𝑖�̃�𝑅𝑎(𝑈ℎ̃ − �̃�)𝐸,。因此為消去導數項內的非線

性項，將假設不穩定波的傳播速度,�̃� ,遠小於截斷高度上的背景速度,𝑈ℎ̃，即,|�̃�| ≪

𝑈ℎ̃。因此假設後的解析解,𝜙𝑎3̃(�̃�),以無因次表示為： 

 

𝜙𝑎3̃(�̃�) = 𝐷 exp[−�̃�(�̃� − ℎ̃)]

+ 𝐸 exp [−√�̃�2 + 𝑖�̃�𝑅𝑎𝑈ℎ̃(�̃� − ℎ̃)] , �̃� > ℎ̃ 
（2.38） 

將假設後的解析解（2.38）代入無因次之匹配條件可表示為： 

 𝜙𝑎2̃(ℎ̃) = 𝐷 + 𝐸 

（2.39） 

 
𝑑𝜙𝑎2̃(ℎ̃)

𝑑�̃�
= −�̃�𝐷 − √�̃�2 + 𝑖�̃�𝑅𝑎𝑈ℎ̃𝐸 
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𝑑2𝜙𝑎2̃(ℎ̃)

𝑑�̃�2
= �̃�2𝐷 + (�̃�2 + 𝑖�̃�𝑅𝑎𝑈ℎ̃)𝐸 

 
𝑑3𝜙𝑎2̃(ℎ̃)

𝑑�̃�3
= −�̃�3𝐷 − (�̃�2 + 𝑖�̃�𝑅𝑎𝑈ℎ̃)

3/2
𝐸 

由於水體背景速度為一隨深度遞減之函數，因此於無窮水深,𝑧 = −∞ ,或截斷深

度,𝑧 = −ℎ ,時皆趨近於零，表示其影響氣-水耦合流場之擾動會相當小。因此於水

體流場之下邊界可僅計算至截斷深度,𝑧 = −ℎ，並滿足自由滑移條件（2.35）。 

綜合上述可將氣-水耦合流場以兩種不同上邊界條件解析，其一為上邊界代入

自由滑移條件（2.36），如圖 2.4 所示。其二為上邊界代入滿足解析解之匹配條件

（2.39），如圖2.5所示。圖2.4與圖2.5皆在,𝑧 = −ℎ,處滿足自由滑移條件（2.35）、,𝑧 =

0,處滿足氣-水界面條件（2.26）與,𝑧 = 𝛿,處滿足匹配條件（2.34）。 

Tsai & Lin（2004）及 Zeisel et al.（2008）分別使用與上述不同之上、下邊界

條件。然而在第四章可知，此兩種不同邊界條件之解法，所解得不穩定波的發展率，

與 Tsai & Lin 及 Zeisel et al.的數值解析結果比較皆吻合，證實截斷高度與解析解所

衍生的邊界條件是有效的。 
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圖 2.4：方法一之示意圖。虛線表示為匹配條件。 

 

 

 

圖 2.5：方法二之示意圖。虛線表示為匹配條件。 
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 數值方法 

 

以下數值方法為解析圖 2.5 所示之方法二，即上邊界使用滿足解析解之匹配條

件（2.39）。並在 3.2.3 節與圖 2.4 之方法一比較，即上邊界使用自由滑移條件。 

 

 契比雪夫配置法（Chebyshev Collocation Method） 

 

契比雪夫配置法是將特徵函數以基底函數（basic function）展開，其中基底函

數為契比雪夫多項式第一型式（first kind of Chebyshev polynomials）。將特徵函數

所描述的區間以配置點（collocation points）離散。以下將分別介紹契比雪夫多項式

與配置點的形式與特性，並應用於第二章所推導的方程式。 

契比雪夫多項式其正交的範圍於 ,[−1,1]，因此需將待展開之特徵函數，

即,𝜙�̃�(�̃�), 𝜙𝑎1̃(�̃�),與,𝜙𝑎2̃(�̃�)，描述的區間，分別為,[−ℎ̃, 0], [0, 𝛿],與,[𝛿, ℎ̃]，以線性

座標轉換至,[−1,1]，如下所示： 

 𝜁𝑤 =
2�̃�

ℎ̃
+ 1, −ℎ̃ ≤ �̃� ≤ 0 

（3.1）  𝜁𝑎1 =
2�̃�

𝛿
− 1, 0 ≤ �̃� ≤ 𝛿 

 𝜁𝑎2 =
2(�̃� − 𝛿)

ℎ̃ − 𝛿
− 1, 𝛿 ≤ �̃� ≤ ℎ̃ 

其中,𝜁,表示為線性轉換後至,[−1,1],的座標。 

將座標轉換後的特徵函數,𝜙�̃�(𝜁𝑤), 𝜙𝑎1̃(𝜁𝑎1) ,與,𝜙𝑎2̃(𝜁𝑎2) ,以契比雪夫多項式展開至

一截斷的多項式次數（degree of polynomial）𝑁，分別如下所示： 

 

𝜙�̃�(𝜁𝑤) = ∑ 𝑎𝑛𝑇𝑛(𝜁𝑤)

𝑁𝑤

𝑛=0

, 𝜙𝑎1̃(𝜁𝑎1) = ∑ 𝑏𝑛𝑇𝑛(𝜁𝑎1)

𝑁𝑎1

𝑛=0

,  

𝜙𝑎2̃(𝜁𝑎2) = ∑ 𝑐𝑛𝑇𝑛(𝜁𝑎2)

𝑁𝑎2

𝑛=0

 

（3.2） 

其中,𝑇𝑛(𝜁) ,為 n 次契比雪夫多項式第一型式，此多項式以三角函數之形式表示

為,𝑇𝑛(𝜁) = cos[𝑛 cos−1(𝜁)]。𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ,與,𝑐𝑛 ,為係數，其數量分別為,𝑁𝑤 + 1,𝑁𝑎1 + 1 ,
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與,𝑁𝑎2 + 1,個。 

特徵函數之導數能以契比雪夫多項式,𝑇𝑛(𝜁),之導數表示為： 

 

𝜙�̃�

(𝑗)
(𝜁𝑤) = (

2

ℎ̃
)
𝑗

∑ 𝑎𝑛𝑇𝑛
(𝑗)(𝜁𝑤)

𝑁𝑤

𝑛=0

,   

𝜙𝑎1̃

(𝑗)
(𝜁𝑎1) = (

2

𝛿
)
𝑗

∑ 𝑏𝑛𝑇𝑛
(𝑗)(𝜁𝑎1)

𝑁𝑎1

𝑛=0

, 

𝜙𝑎2̃

(𝑗)
(𝜁𝑎2) = (

2

ℎ̃ − 𝛿
)
𝑗

∑ 𝑐𝑛𝑇𝑛
(𝑗)(𝜁𝑎2)

𝑁𝑎2

𝑛=0

 

（3.3） 

𝑗,表示為特徵函數對,𝜁,微分之,𝑗,次導數。其中契比雪夫多項式的導數能透過三角性

質，推得契比雪夫多項式微分之遞迴關係（recurrence relation），如 Schmid & 

Henningson（2001）所述： 

 𝑇𝑛+1
(𝑗) (𝜁) = 2(𝑛 + 1)𝑇𝑛

(𝑗−1)(𝜁) +
𝑛 + 1

(𝑛 − 1)
𝑇𝑛−1

(𝑗) (𝜁),   𝑛 ≥ 2 

（3.4） 

 𝑇0
(𝑗)(𝜁) = 0, 𝑇1

(𝑗)(𝜁) = 𝑇0
(𝑗−1)

(𝜁), 𝑇2
(𝑗)(𝜁) = 4𝑇1

(𝑗−1)
(𝜁) 

其中由（3.4）推測高階微分,𝑇𝑛
(𝑗)(𝜁) ,值與零階微分,𝑇𝑛(𝜁) ,值相比下有很大的差異，

因而造成數值計算上的誤差。然在附錄三以二維平面 Poiseuille 流場的線性穩定性

問題測試，比較使用高階（四階）微分與低階（二階）微分所得的數值解析，其結

果顯示使用四階與二階微分所得的發展率與收斂性極為相似，因此說明使用高階

（四階）微分解析是可行的。 

之後將展開的特徵函數（3.3）各別在其範圍,[−1,1],中以配置點離散。配置點

之特性為在邊界處較密集，且範圍同樣位於,[−1,1]，亦可稱為 Gauss-Lobatto grid。

Trefethen（2000）說明配置點如應用於內插法（interpolation）中，並與等間距離散

的網格點相比，將能有效的減少龍格現象（Runge's phenomenon）的發生，即減少

多項式內插之誤差。並隨著配置點數量的增加，內插多項式的誤差將呈指數遞減，

因此配置點被認為是最佳點（optimal points）。其中配置點之數學式表示如下： 

 𝜁𝑙 = cos (
𝜋𝑙

𝑀
) , 𝑙 = 1,2, … ,𝑀 − 1 （3.5） 

其中設置,𝑀 = 𝑁 − 2，配置點,𝜁𝑙,離散為,𝑁 − 3,個點。其中,𝑁,為契比雪夫多項式之

截斷次數。 
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將配置點,𝜁𝑙,代入展開之特徵函數（3.3），分別對,𝜁𝑤, 𝜁𝑎1,與,𝜁𝑎2,離散後，在每

個配置點上需滿足統御方程式（2.10）與（2.11）。因此由配置點可分別得到,𝑁𝑤 −

3,𝑁𝑎1 − 3,與,𝑁𝑎2 − 3,個方程式。其餘由邊界條件（2.26）、（2.35）、（2.34）與（2.39）

分別於,�̃� = ±ℎ̃, 0, 𝛿,提供 15 個方程式。上述總共有,𝑁𝑤 + 𝑁𝑎1 + 𝑁𝑎2 + 6,個方程式。

由展開的特徵函數（3.3）之,𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛、氣-水界面條件之,�̃�,與滿足解析解之匹配條

件之,𝐷, 𝐸，將總共有,𝑁𝑤 + 𝑁𝑎1 + 𝑁𝑎2 + 6,個未知數。 

因此方程式與未知數可表示為一廣義特徵值問題（generalized eigenvalue 

problem）形式的複數特徵方程組，即,[𝐴]𝒙 = �̃�[𝐵]𝒙。其中複數矩陣,[𝐴] ,與,[𝐵] ,如

附錄二所示，,�̃� = �̃��̃�,為複數特徵值，,𝒙,為複數特徵向量，並定義為： 

 𝒙𝑇 = [𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑁𝑤
, 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑁𝑎1

, 𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑁𝑎2
, �̃�, 𝐷, 𝐸] （3.6） 

以 QZ 法求解上述之廣義特徵值問題，可解出所有模態的特徵值與特徵向量。找出

本研究所關注之不穩定模態，即,𝜔�̃� > 0,之特徵值與其對應的特徵向量。 
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 數值方法之驗證與收斂性測試 

 

 契比雪夫配置法之驗證與收斂性測試 

 

此小節將先求解兩平板間二維平面 Poiseuille 流場的線性穩定性問題，以驗證

本研究之契比雪夫配置法。Orszag（1971）以 Galerkin-Tau 方法求解二維平面

Poiseuille 流場的線性穩定性問題。並以半渠寬為特徵長度，渠中間流速為特徵速

度，其中當雷諾數,𝑅 = 10000,與無因次不穩定波波數,�̃� = 1,時，解得之特徵值,�̃�,

為,0.23752649 + 0. 00373967𝑖。因此將本研究之契比雪夫配置法以相同的流場參

數，解得最大特徵值表示於表 3.1，其求解過程詳見附錄三。由表 3.1 的結果可觀

察出，特徵值在,𝑁 = 60,時，收斂至小數點以下八位，並與 Orszag 解得的特徵值相

同。 

以上證實契比雪夫配置法的準確性與可行性，故以下將以契比雪夫配置法解

析氣-水耦合剪流場的線性穩定性問題。以下數值解析均使用下列空氣與水的性質

計算：空氣密度 ,𝜌𝑎 = 0.0012  g/cm3，水密度,𝜌𝑤 = 1.00  g/cm3，空氣動黏滯係

數 ,𝜈𝑎 = 0.15  cm2/s，水動黏滯係數 ,𝜈𝑤 = 0.01  cm2/s，表面張力係數 ,𝑇 = 75.0 

dynes/cm，重力加速度,g = 980  cm/s2。觀察最不穩定模態的發展率，即最大特徵

值的虛部,max(𝜔�̃�)，作為以下收斂性測試的目標。收斂性測試將以下列四種不同情

況，即高、低空氣摩擦速度,𝑢∗（30、80 cm/s）與長、短波,𝜆（1、20 cm），所得的

特徵值來決定每個子區間的格點數,𝑁𝑤 , 𝑁𝑎1, 𝑁𝑎2。 

為簡化決定格點數之步驟，將參考 Zeisel et al.（2008）收斂性測試的方法，其

設定空氣對數流場的格點數為水體流場的倍數，即,𝑁𝑎2 = 𝛼𝑁𝑤，其中,𝛼,為係數。此

設定是由於速度之二次導數於黏性次邊界層上方，需以高解析的網格點來捕捉其

變化。因此推測如空氣對數流場的網格點越多將能提高收斂的速度，並證實於表

3.2-表 3.5。表 3.2-表 3.5 為不同的,𝛼（1、1.5、2）對不同情況下特徵值的收斂性

測試。表 3.2 為低風速與短波時的特徵值，可觀察出在,𝛼 = 1,時，,至,𝑁𝑤 = 120,收

斂至小數點以下六位；然在,𝛼 = 2,時，,𝑁𝑤 = 60,已收斂至小數點以下七位。表 3.3

為高風速與短波時的特徵值，在,𝛼 = 1,時，至,𝑁𝑤 = 120,僅能收斂至小數點以下三

位；而在,𝛼 = 2,時，𝑁𝑤 = 70,已收斂至小數點以下五位。表 3.4 為低風速與長波時
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的特徵值，在,𝛼 = 1 ,時，至,𝑁𝑤 = 180 ,僅能收斂至小數點以下三位；而在,𝛼 = 2 ,

時，,𝑁𝑤 = 140,收斂至小數點以下五位。表 3.5 為高風速與長波時的特徵值，在,𝛼 =

1 ,時，至,𝑁𝑤 = 280 ,僅能收斂至小數點以下兩位；在,𝛼 = 2 ,與,𝑁𝑤 = 280 ,時，也僅

能收斂至小數點以下三位。由上述收斂性測試可觀察出,𝛼 = 2,時，能有效的提高收

斂性與準確性，因此以下皆以,𝑁𝑎2 = 2𝑁𝑤,計算。 

接著決定黏性次邊界層（空氣線性流場）所需的格點,𝑁𝑎1。黏性次邊界層雖相

對於空氣對數與水體流場兩區間之範圍很小，且其背景速度僅為線性，但仍是影響

此流場穩定性的關鍵。表 3.6 為四種情況下，不同,𝑁𝑎1,時的收斂性測試。由表 3.6

可觀察出四種情況下，𝑁𝑎1,為 10 即以足夠描述此黏性次邊界層的變化，因此以下

皆以,𝑁𝑎1 = 10,計算。 

最後需決定水體流場所需的格點,𝑁𝑤。然而在表 3.2-表 3.5 的測試內，可觀察

出不同風速與波長下，特徵值收斂的速率皆不盡相同，其中又以不同波長下有顯著

的差異。如短波時之測試，表 3.2-表 3.3 在,𝑁𝑤 = 60~70,已至少有小數點以下五位

的收斂；而在長波的測試時，表 3.4-表 3.5 需至,𝑁𝑤 = 140,或甚至到,280,才僅能有

至少三位的收斂。如欲解析範圍至,𝑢∗ ∈ [0, 100],cm/s, 𝜆 ∈ [0, 20],cm 的區域，以單

一水體格點,𝑁𝑤,計算會導致解析的準確性不足，如圖 3.1 所示。圖 3.1 為最大虛部

特徵值在,𝑁𝑤 = 80,與,70,之間的誤差，其中白色部分表示為誤差大於,10%,的區域，

並且以中性穩定曲線（紅線），來作為判斷水體格點的準確性是否足夠來畫出此中

性穩定曲線。因此由圖 3.1 可觀察出白色部分涵蓋到中性穩定曲線的所在的區域，

因此判斷此水體格點為 80 時，其準確性不足以描述欲解析的區域。因此為使欲解

析的區域整體能有足夠的準確性，即提高長波區域內的水體格點。設置在一波長後，

以更多的水體格點計算，如圖 3.2 所示。圖 3.2 為,𝜆 ≥ 5,cm 時，最大虛部特徵值

以,𝑁𝑤 = 120 ,與,110 ,之間的誤差；在,𝜆 < 5 ,cm 時，最大虛部特徵值以,𝑁𝑤 = 80 ,

與,70,之間的誤差，即圖 3.1 的部分。由圖 3.2 可觀察出中性穩定曲線的所在之區

域的誤差皆在,1%,以下。因此以下在,𝜆 < 5,cm 時，以,𝑁𝑤 = 80,計算；在,𝜆 ≥ 5,cm

時，以,𝑁𝑤 = 120,計算。 
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表 3.1：利用契比雪夫配置法求解平面 Poiseuille 流場於 𝑘 = 1, 𝑅 = 10000 時，特徵

值的收斂情況。 

 

 

表 3.2：針對低風速（𝑢∗ = 30 cm/s）、短波（𝜆 = 1 cm）於不同 𝛼 值時，最大特徵

值的收斂性測試。其中,𝑁𝑎1 = 10、𝑁𝑎2 = 𝛼𝑁𝑤、ℎ̃ = 2𝜋。 

 

 

表 3.3：針對高風速（𝑢∗ = 80 cm/s）、短波（𝜆 = 1 cm）於不同 𝛼 值時，最大特徵

值之收斂性測試。其中,𝑁𝑎1 = 10、𝑁𝑎2 = 𝛼𝑁𝑤、ℎ̃ = 2𝜋。 
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表 3.4：針對低風速（𝑢∗ = 30 cm/s）、長波（𝜆 = 20 cm）於不同 𝛼 值時，最大特徵

值之收斂性測試。其中,𝑁𝑎1 = 10、𝑁𝑎2 = 𝛼𝑁𝑤、ℎ̃ = 2𝜋。 

 

 

表 3.5：針對高風速（𝑢∗ = 80 cm/s）、長波（𝜆 = 20 m）於不同 𝛼 值時，最大特徵

值之收斂性測試。其中,𝑁𝑎1 = 10、𝑁𝑎2 = 𝛼𝑁𝑤、ℎ̃ = 2𝜋。 

 

 

表 3.6：針對四種情況於不同 𝑁𝑎1  時，最大特徵值之收斂性測試。 
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圖 3.1：最大虛部特徵值在𝑁𝑤 = 80 與 70 之間的誤差圖。白色部分表示誤差大於

10%，紅線為中性穩定曲線。 
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圖 3.2：最大虛部特徵值的誤差圖，其中在 𝜆 ≥ 5 cm（虛線左側），為 𝑁𝑤 = 120 與 

110 之間的誤差；在 𝜆 < 5 cm（虛線右側），為 𝑁𝑤 = 80 與 70 之間的誤差。白色

部分表示誤差大於 10%，紅線為中性穩定曲線。 
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 發展率對截斷高度之敏感性測試 

 

根據 Valenzuela（1976）研究中指出：空氣流場的截斷高度至少需位於一半波

長的高度，才能以自由滑溜邊界條件替代無窮高度處的輻射邊界條件。因此以下將

測試滿足解析解之匹配條件需以多少截斷高度才能替代無窮高度處的輻射邊界條

件，即特徵值不隨截斷高度變化。由表 3.7 測試四種情況下，在不同截斷高度時，

特徵值的變化。表 3.7 可觀察出在,ℎ̃ = 2𝜋,時，即一倍的波長，四種情況下的特徵

值皆趨於穩定。因此以下計算的截斷高度均為,ℎ̃ = 2𝜋。 

 

 

 

表 3.7：不同截斷高度 ℎ̃ 時，最大特徵值之敏感性測試。 
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 不同截斷上邊界條件之比較 

 

本節將比較 2.4 節所整理的另種方法對特徵值的影響，即在空氣流場的截斷高

度,�̃� = ℎ̃,使用自由滑移條件，如圖 2.4 所示。表 3.8 為四種情況下，以不同截斷上

邊界條件所解得的特徵值。表 3.8 顯示四種情況下的特徵值，其值在已收斂的位數

內皆相同。因此表示使用不同的截斷上邊界條件，對特徵值的影響很小。 

 

 

 

表 3.8：不同截斷上邊界條件時，最大特徵值之比較。 
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 計算結果與討論 

 

 與其它數值解析之比較 

 

（A） 與 Tsai & Lin（2004）及 Zeisel et al.（2008）之解析比較 

為驗證本數值解析的正確性，此節將與 Tsai & Lin 及 Zeisel et al.解析相同的空

氣摩擦速度,𝑢∗ = 13.6、17.0、21.4 ,以及,24.8 ,cm/s（對應的水面流速分別為,𝑈0 =

7.5、9.6、9.8,以及,10.2,cm/s）。圖 4.1 表示本研究解得的特徵值，並與 Tsai & Lin

及 Zeisel et al.比較。其中,𝛽 = 2𝜔𝑖,為兩倍虛部特徵值，即兩倍的發展率。圖 4.1 顯

示 Tsai & Lin 以有限差分法解得的不穩定波發展率，與本研究結果較為接近。而

Zeisel et al.雖同樣以契比雪夫配置法解析，其不穩定波發展率卻與本研究結果差異

較大，推測此結果是由於 Zeisel et al.所計算的截斷高度、上下邊界條件及解廣義特

徵值問題的方法，與本研究稍有不同的緣故。兩者誤差皆在,10%,以內。 

由圖 4.1 驗證本數值解析的正確性後，將再分別與 Tsai & Lin 及 Zeisel et al.比

較於,𝑢∗ = 30 cm/s、𝜆 = 1 cm,時的收斂性，以及與 Tsai & Lin 比較計算時間，如表

4.1-表 4.3 所示。Zeisel et al.的特徵尺度與本研究不同，因此將其無因次之特徵值

轉換為本文的特徵尺度，並於表 4.1 列出其特徵值的收斂性測試。表 4.2 為本研究

的結果，並以類似於表 4.1 的格點數計算。比較表 4.1 與表 4.2 的結果，其皆在,𝑁𝑤,

為 50 時，收歛至小數點以下六位，顯示本研究與 Zeisel et al.的收斂性相同。然而

比較兩者的所需的格點數，將表示本研究能以少於 Zeisel et al.的格點，即有同樣的

收歛性。並也說明黏性次邊界層內的格點,𝑁𝑎1，未像 Zeisel et al.所述：需給予黏性

次邊界層高解析的格點。 

表 4.3為 Tsai & Lin以有限差分法在不同的格點時，解得的特徵值與計算時間。

表 4.3 顯示特徵值在水體及空氣格點數,𝑁𝑤、𝑁𝑎,皆為 500 時，收歛至小數點以下四

位。並比較表 4.3 與表 4.2 的收斂性與計算時間，顯示有限差分法所的收斂性與計

算時間皆差於本研究所使用的契比雪夫配置法。也因此表示本研究所使用的契比

雪夫配置法為一穩健的數值方法。 
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圖 4.1：本研究解得的發展率與 Tsai & Lin（2004）及 Zeisel et al.（2008）的結果比

較。 Tsai & Lin 解得之發展率。 Zeisel et al.解得之發展率。 
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（B） 與未使用區域分解法於黏性次邊界層高度的解析比較 

為驗證使用區域分解法的重要性，此節將比較有無使用區域分解法於黏性次

邊界層高度對結果的影響。未使用區域分解法於黏性次邊界層高度，即表示空氣流

場僅以單一特徵函數,𝜙𝑎(𝑧),解析，其中,𝜙𝑎(𝑧),所描述的區間為,[0, ℎ]。使用相同的

流場參數與數值方法解析,𝑢∗ = 30 cm/s、𝜆 = 1 cm，與上邊界條件為滿足解析解

之匹配條件為例，其結果顯示於表 4.4。表 4.4 為未使用區域分解法於黏性次邊界

層高度時的收斂性測試，其中水體格點,𝑁𝑤,固定於 80，並調整不同的空氣格點,𝑁𝑎。

表 4.4 顯示在,𝑁𝑎 = 360,時，其特徵值小數點以下五位與有使用區域分解法時的特

徵值是相同的。表示有無使用區域分解法，並不影響氣-水耦合流場穩定性分析的

結果，因此匹配條件實際上不含有物理意義，僅只是數值解析上的處裡。但對於有

使用區域分解法的結果，顯示能有效的提高收斂性與準確性，並以較少的時間計算。 

以下將探討有無使用區域分解法於黏性次邊界層高度，對空氣速度之二次導

數網格點離散的情形，如圖 4.2 所示。圖 4.2（a）與圖 4.2（b）顯示在相同的空氣

格點數下，有無區域分解之網格點離散情形。其中,𝑢∗ = 30 cm/s、𝜆 = 1 cm,時，

以圖 4.2（a）的格點,𝑁𝑎 = 170,與有區域分解的解析下，已有小數點以下七位的收

斂性，如表 3.2 所示。以圖 4.2（b）的格點,𝑁𝑎 = 170,與無區域分解的解析下，僅

有小數點以下兩位的收斂。然而隨著格點的增加，以圖 4.2（c）的格點,𝑁𝑎 = 360,

與無區域分解的解析下，仍僅有小數點以下五位的收斂。並且觀察在黏性次邊界層

上方，如有區域分解時，可明顯捕捉到速度二次導數在很小的區間內的變化。然而

以無區域分解解析時，此變化很大的區域內之格點明顯較有區域分解時稀疏。所以

推測影響此流場之數值解析的準確性與收斂性，主要為黏性次邊界層上方格點的

解析度。因此證實了使用區域分解法於黏性次邊界層高度對氣-水耦合流場的重要

性。 
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表 4.1：Zeisel et al.（2008）於 𝑢∗ = 30 cm/s、𝜆 = 1 cm 時，在不同格點數所解

得的特徵值。 

 

 

 

表 4.2：本數值分析於 𝑢∗ = 30 cm/s、𝜆 = 1 cm 時，在不同格點數所解得的特徵

值與計算時間。 

 

 

 

表 4.3：Tsai & Lin（2004）以有限差分法於 𝑢∗ = 30 cm/s、𝜆 = 1 cm 時，在不同

格點數所解得的特徵值與計算時間。 
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表 4.4：未使用區域分解時，最大特徵值的收歛性測試，並與有使用區域分解時

的結果比較。 

 

 

圖 4.2：空氣速度之二次導數的格點，在有無區域分解下的離散情形。 
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 中性穩定曲線（Neutral Stability Curve） 

 

前人已解析許多關於氣-水耦合流場穩定性問題的研究，如 Valenzuela（1976）、

Kawai（1979）與 Tsai & Lin（2004）等，其研究結果皆以給定空氣摩擦速度,𝑢∗,與

波長,𝜆,解析出發展率，並整理其解析範圍，約在,0 < 𝑢∗ < 50,cm/s 與,0 < 𝜆 < 7,cm。

而在第三章顯示本研究解析的範圍能同樣與 Zeisel et al.（2008）至,0 < 𝑢∗ <

100,cm/s 與,0 < 𝜆 < 20,cm，如圖 4.5 所示。 

並觀察出前人解析範圍的結果均為單一不穩定模態，即僅有一個不穩定的模

態，如圖 4.3（a）所示。圖 4.3（a）為,𝑢∗ = 40,cm/s 時，發展率（𝜔�̃� > 0）隨波長

的變化。然而隨著解析範圍的擴大，又主要以風速增加的變化較為明顯。在大於一

臨界風速時，於一波長範圍內有雙重不穩定模態產生，即有兩個不穩定的模態，如

圖 4.3（b）與（c）所示。圖 4.3（b）與（c）分別為,𝑢∗ = 60,與,80,cm/s 時，發展

率隨波長的變化。其中定義雙重不穩定模態內，有最大發展率的模態為第一模態

（藍線），次之發展率的模態為第二模態（紅線）。圖 4.3（a）-（c）顯示最大發展

率與中性點（𝜔�̃� = 0）所在的位置，皆集中於短波。並隨風速的增加，發展率也隨

之增加，但最大發展率與中性點所在的波長變短。圖 4.4（a）-（c）分別表示為,𝑢∗ =

40、60,與,80,cm/s 時，實部特徵值（角頻率）隨波長的變化，並與線性水波理論

的角頻率比較。圖 4.4（a）顯示其角頻率與線性水波理論值十分接近。圖 4.4（b）

與（c）顯示僅有一模態與線性水波理論值相近，而另一模態則遠小於線性水波理

論值。上述結果均與 Zeisel et al.的結果雷同。 

為瞭解在不同波長與風速下，其狀態為穩定、單一或是雙重不穩定模態，將會

以中性點來做區隔，即繪製中性穩定曲線於,𝜆 − 𝑢∗ ,平面。中性穩定曲線的繪製方

法為固定,𝜆（或,𝑢∗），並逐步增加,𝑢∗（或,𝜆）解得對應的特徵值後。尋找虛部特徵

值由負轉正或正轉負時，其值為零的位置，即表示為中性點，其中以割線法（secant 

method）來求解中性點（根）。並在不同,𝜆（或,𝑢∗）時，重複上述步驟，即可在,𝜆 −

𝑢∗,平面繪製出中性穩定曲線，如圖 4.5 所示。圖 4.5 為本研究解得的中性穩定曲

線，並與 Zeisel et al.繪製的中性穩定曲線比較。圖 4.5 顯示我們的中性穩定曲線與

Zeisel et al.的中性穩定曲線相似。並由圖中可找出引致不穩定的臨界（最小）風

速,𝑢∗,𝑐𝑟1,為 4.58 cm/s，以及引致雙重不穩定模態的臨界風速,𝑢∗,𝑐𝑟2,為 48.3 cm/s。 
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圖 4.3：不同風速下，發展率隨波長的變化。（a）𝑢∗ = 40 cm/s、（b）𝑢∗ = 60 

cm/s、（c）𝑢∗ = 80 cm/s。藍線表示為單一/第一模態，紅線為第二模態。 
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圖 4.4：不同風速下，角頻率隨波長的變化。（a）𝑢∗ = 40 cm/s、（b）𝑢∗ = 60 cm/s、

（c）𝑢∗ = 80 cm/s。黃線為線性水波理論值，藍線表示為單一/第一模態，紅線為

第二模態。 
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圖 4.5：中性穩定曲線圖。⋯⋯ 表示為前人解析的範圍，―― 表示本研究解析的

中性穩定曲線，− ∙ − ∙ 表示為 Zeisel et al.解析的中性穩定曲線。表示引致不穩定

的臨界風速 ,𝑢∗,𝑐𝑟1 = 4.58 ,cm/s。表示引致雙重不穩定的臨界風速 ,𝑢∗,𝑐𝑟2 =

48.3,cm/s。 
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 不穩定模態的壓力與 x 方向速度分佈 

 

此節將顯示最不穩定模態時，壓力與 x 方向速度的分佈。其值由解析廣義特

徵方程組,[𝐴]𝒙 = �̃�[𝐵]𝒙 ,後，找出最大的虛部特徵值,max(𝜔�̃�)，與其對應的特徵向

量,𝒙，在將特徵向量代回特徵函數,�̃�，即可以特徵函數表示最不穩定模態時的各物

理量，如速度、壓力及能量。以下將推導以最不穩定模態之特徵函數,�̃�，表示的壓

力與 x 方向速度分佈之方程式，其中本研究的特徵函數共有,𝜙�̃�(𝜁𝑤)、𝜙𝑎1̃(𝜁𝑎1) ,

與,𝜙𝑎2̃(𝜁𝑎2)。 

水體的擾動壓力,𝑝�̂�(𝑧),可由（2.24）表示為： 

 𝑝�̂�(𝑧) =
𝜇𝑤

𝑖𝑘
(
𝑑3𝜙�̂�

𝑑𝑧3
− 𝑘2

𝑑𝜙�̂�

𝑑𝑧
) + 𝜌𝑤 [(𝑐 − 𝑈𝑤)

𝑑𝜙�̂�

𝑑𝑧
+

𝑑𝑈𝑤

𝑑𝑧
𝜙�̂�] （4.1） 

將（4.1）以（2.9）之無因次變數與,�̂� = [𝜌𝑤𝒱2]�̃�,無因次化，可得到無因次擾動壓

力的表示式： 

 𝑝�̃�(𝑧) =
1

𝑖�̃�𝑅𝑤

(
𝑑3𝜙�̃�

𝑑�̃�3
− �̃�2

𝑑𝜙�̃�

𝑑�̃�
) + (�̃� − 𝑈�̃�)

𝑑𝜙�̃�

𝑑�̃�
+

𝑑𝑈�̃�

𝑑�̃�
𝜙�̃� （4.2） 

將（4.2）中的特徵函數,𝜙�̃� ,以契比雪夫配置法展開，如（3.3）所示，其中特徵向

量為已知，因此,𝑝�̃�,同樣為已知。將,𝑝�̃�,乘上,[𝜌𝑤𝒱2],得到有因次的壓力,𝑝�̂�,後，在

代回正規模態展開的,𝑝𝑤
′ (𝑥, 𝜁𝑤, 𝑡) = 𝑝�̂�(𝜁𝑤)𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)。因此以水體特徵函數,𝜙�̃�(𝜁𝑤),

描述的有因次之擾動壓力分佈為： 

 

𝑝𝑤
′ (𝑥, 𝜁𝑤, 𝑡) = [𝜌𝑤𝒱2]𝑅𝑒 {[

1

𝑖�̃�𝑅𝑤

[𝜙�̃�

(3)
(𝜁𝑤) − �̃�2𝜙�̃�

(1)
(𝜁𝑤)]

+ (�̃� − 𝑈�̃�)𝜙�̃�

(1)
(𝜁𝑤)

+
𝑑𝑈�̃�

𝑑�̃�
𝜙�̃�(𝜁𝑤)] 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)} 

（4.3） 

其中,𝑅𝑒{ },表示為實部。 
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同上述水體流場，空氣線性與對數流場中有因次之擾動壓力分佈分別為： 

 

𝑝𝑎1
′ (𝑥, 𝜁𝑎1, 𝑡) = [𝜌𝑤𝒱2]𝑅𝑒 {𝑟 [

1

𝑖�̃�𝑅𝑎

[𝜙𝑎1̃

(3)
(𝜁𝑎1) − �̃�2𝜙𝑎1̃

(1)
(𝜁𝑎1)]

+ (�̃� − 𝑈𝑎1̃)𝜙𝑎1̃

(1)
(𝜁𝑎1) +

𝑑𝑈𝑎1̃

𝑑�̃�
𝜙𝑎1̃(𝜁𝑎1)] 𝑒

𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)} 

（4.4） 

 

𝑝𝑎2
′ (𝑥, 𝜁𝑎2, 𝑡) = [𝜌𝑤𝒱2]𝑅𝑒 {𝑟 [

1

𝑖�̃�𝑅𝑎

[𝜙𝑎2̃

(3)
(𝜁𝑎2) − �̃�2𝜙𝑎2̃

(1)
(𝜁𝑎2)]

+ (�̃� − 𝑈𝑎2̃)𝜙𝑎2̃

(1)
(𝜁𝑎2) +

𝑑𝑈𝑎2̃

𝑑�̃�
𝜙𝑎2̃(𝜁𝑎2)] 𝑒

𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)} 

水體的擾動 x 方向速度分佈，可由（2.6）擾動之流函數表示，並以（2.9）無

因次化，得到無因次擾動 x 方向速度,𝑢�̃�,後，將,𝑢�̃�,以契比雪夫配置法展開，並乘

上 , [𝒱] , 得到有因次的壓力 , 𝑢�̂� ，在代回正規模態展開的 , 𝑢𝑤
′ (𝑥, 𝜁𝑤, 𝑡) =

𝑢�̂�(𝜁𝑤)𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)。因此以水體特徵函數,𝜙�̃�(𝜁𝑤),描述的有因次之擾動 x 方向速度分

佈為： 

 𝑢𝑤
′ (𝑥, 𝜁𝑤, 𝑡) = [𝒱]𝑅𝑒 {𝜙�̃�

(1)
(𝜁𝑤)𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)} （4.5） 

同上述水體流場，空氣線性與對數流場中有因次之 x 方向速度分佈分別為： 

 𝑢𝑎1
′ (𝑥, 𝜁𝑎1, 𝑡) = [𝒱]𝑅𝑒 {𝜙𝑎1̃

(1)
(𝜁𝑎1)𝑒

𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)} 

（4.6） 

 𝑢𝑎2
′ (𝑥, 𝜁𝑎2, 𝑡) = [𝒱]𝑅𝑒 {𝜙𝑎2̃

(1)
(𝜁𝑎2)𝑒

𝑖𝑘(𝑥−𝑐𝑡)} 

由上述推導之方程式（4.3）-（4.4），可畫出不穩定模態的壓力分佈；（4.5）-

（4.6），可畫出不穩定模態的 x 方向速度分佈。觀察在初始時間,𝑡 = 0,sec 與水平

長度,𝑥 = 0~4𝜋,cm 內的變化。在,𝜆 = 3,cm 時，不同風速（𝑢∗ = 20、40、60、80,

與,100 cm/s）下，最不穩定模態的壓力與 x 方向速度分佈，如圖 4.6 與圖 4.7 所

示。 

圖 4.6 為不同風速下，最不穩定模態的壓力分佈，其中壓力均以歸一化，並

以,𝑝′̅,表示。圖 4.6 顯示隨著風速的增加，空氣流場中的擾動壓力也隨之增加。圖

4.6（a）與（b）為,𝑢∗ = 20,與,40,cm/s 時的壓力分佈，其顯示此風速下影響不穩定

波的主要為水體流場的壓力。此現象是由於空氣的密度與黏滯性皆遠小於水體，且

風速較小時，而導致空氣對不穩定波產生的壓力將小於水體。圖 4.6（c）-（e）

為,𝑢∗ = 60、80,與,100,cm/s 時的壓力分佈，顯示空氣流場壓力對不穩定波的影響
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將大於水體流場，並隨著風速增加，兩介質對不穩定波的影響相當。此現象是由於

空氣流場的壓力在此風速下對不穩定波的影響已超過黏滯性的影響，且水面速

度,𝑈0 ,小於空氣摩擦速度,𝑢∗。以上表示主要影響不穩定波的區域（空氣、水體），

將隨風速的變化有所不同。 

圖 4.7 為不同風速下，最不穩定模態的 x 方向速度分佈，其中 x 方向速度均以

歸一化，並由,𝑢′̅,表示，並主要關注於黏性次邊界層附近的區域。圖 4.7 顯示不論

在哪種風速下，空氣流場的速度將遠大於水體流場的速度。此現象是由於 x 方向

速度與剪應力相關。在氣-水界面之剪應力需為連續，又由於水體與空氣的黏滯性

有極大差異，並且水體的黏滯性大於空氣。因此造成水體與空氣之 x 方向速度同

樣有很大的差異，且空氣的 x 方向速度會大於水體，並證實於圖 4.7。 
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圖 4.6：在不同風速下，不穩定模態的壓力分佈圖。（a）𝑢∗ = 20 cm/s、（b）𝑢∗ = 40 

cm/s、（c）𝑢∗ = 60 cm/s、（d）𝑢∗ = 80 cm/s、（e）𝑢∗ = 100 cm/s。灰線表示為擾

動氣-水界面。 
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圖 4.7：在不同風速下，不穩定模態的 x 方向速度分佈圖。（a）𝑢∗ = 20 cm/s、（b）

𝑢∗ = 40 cm/s、（c）𝑢∗ = 60 cm/s、（d）𝑢∗ = 80 cm/s、（e）𝑢∗ = 100 cm/s。灰線

表示為擾動氣-水界面。虛線表示為黏性次邊界層高度。 
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 結論 

 

本研究以契比雪夫配置法解析氣-水耦合剪流場的穩定性動力方程式及氣-水

交界面邊界條件，並使用 QZ 法求解廣義特徵方程組，進而求得不穩定波的發展

率。並與前人解得的不穩定波發展率比較，其誤差均在,10%,以內，並未有太大的

差異，因此證明本研究的數值方法對氣-水耦合剪流場的穩定性問題是正確的。而

且與前人的數值方法比較，能有更好的準確性、收斂性以及計算速度。並且計算範

圍能擴展至,0 < 𝜆 < 20,cm 與,0 < 𝑢∗ < 100,cm/s 或甚至更高。並顯示使用區域分

解法於黏性次邊界層高度，能有效的提高收斂性與準確性。因此說明本研究中的契

比雪夫配置法是一穩定且強大的數值方法，並且能容易的應用在不同的線性穩定

性分析裡。 

隨著計算範圍的擴展，同樣發現在高風速時，有雙重不穩定模態的產生。並繪

製出中性穩定曲線以判別其狀態為穩定、單一或是雙重不穩定模態。在一定波

長,𝜆 = 3,cm 下，隨著速度增加時，擾動壓力對不穩定波的影響，將由水體流場轉

變為空氣流場主導；而擾動 x 方向速度對不穩定波的影響，在不同速度下，皆集中

於黏性次邊界層內，且空氣的影響遠大於水體的影響，並由剪應力的連續證實此結

果符合物理意義。 

本研究僅對不穩定模態的壓力與 x 方向速度有初步的討論，然而還有許多問

題並未深入討論，如：引起雙重不穩定模態的機制、兩者間的差異，或是延伸方法

至空間不穩定分析，進一步比較時間與空間不穩定機制的差異，以上都是未來能研

究的方向。 
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附錄一、 流體應力關係式 

 

考慮兩不相溶（或難相溶）的流體，兩者間存在著一共同交界面（interface）。

令,𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡),表示此一交界面。另外令,𝑅1(𝑡),表示存在一流體的區域，,𝑅2(𝑡),表示

存在另一流體的區域。根據流體的應力張量表示式，作用於流體的應力張量為： 

 [

𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧

𝜎𝑦𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑦𝑧

𝜎𝑧𝑥 𝜎𝑧𝑦 𝜎𝑧𝑧

] （A.1） 

若,(𝑥, 𝑦, 𝑧),為交界面上的一點，則此交界面在點,(𝑥, 𝑦, 𝑧),上的單位法向量,(𝑙,𝑚, 𝑛),

可表示成： 

 (𝑙, 𝑚, 𝑛) = (
𝐹𝑥

√𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 + 𝐹𝑧
2
,

𝐹𝑦

√𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 + 𝐹𝑧
2
,

𝐹𝑧

√𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 + 𝐹𝑧
2
) （A.2） 

令,𝑅1、𝑅2,表示為曲率半徑，所以在交界面處可得到如下之應力平衡關係式： 

 𝜎𝑥𝑥𝑙 + 𝜎𝑥𝑦𝑚 + 𝜎𝑥𝑧𝑛 = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝑙 

（A.3）  𝜎𝑦𝑥𝑙 + 𝜎𝑦𝑦𝑚 + 𝜎𝑦𝑧𝑛 = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝑚 

 𝜎𝑧𝑥𝑙 + 𝜎𝑧𝑦𝑚 + 𝜎𝑧𝑧𝑛 = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝑛 

𝑇,為表面張力係數。但是對不可壓縮流體而言，應力張量可表示為（本附錄中下標

符號,𝑥、𝑦,及,𝑧，分別表示對,𝑥、𝑦,及,𝑧,之偏微分）： 

 [

𝑃𝑡 − 2𝜇𝑢𝑥 −𝜇(𝑢𝑦 + 𝑣𝑥) −𝜇(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)

−𝜇(𝑣𝑥 + 𝑢𝑦) 𝑃𝑡 − 2𝜇𝑣𝑦 −𝜇(𝑣𝑧 + 𝑤𝑦)

−𝜇(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥) −𝜇(𝑣𝑧 + 𝑤𝑦) 𝑃𝑡 − 2𝜇𝑤𝑧

] （A.4） 

令交界面對平均水平面之高度變化為 , 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡)，則交界面可表示

成,𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧，因此,𝐹𝑥 = 𝜕𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡)/𝜕𝑥、𝐹𝑦 = 𝜕𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡)/𝜕𝑦、𝐹𝑧 =

−1。所以單位法向量為： 

 (𝑙,𝑚, 𝑛) = (
𝜂𝑥

√𝜂𝑥
2 + 𝜂𝑦

2 + 1
,

𝜂𝑦

√𝜂𝑥
2 + 𝜂𝑦

2 + 1
,

−1

√𝜂𝑥
2 + 𝜂𝑦

2 + 1
) （A.5） 

將上述應力表示式（A.4）和法向量表示式（A.5）代入應力和表面張力的平衡式（A.3）

中，化簡後得到： 
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 𝑃𝑡𝜂𝑥 − 𝜇[2𝑢𝑥𝜂𝑥 + (𝑢𝑦 + 𝑣𝑥)𝜂𝑦 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)] = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝜂𝑥 

（A.6）  𝑃𝑡𝜂𝑦 − 𝜇[(𝑣𝑥 + 𝑢𝑦)𝜂𝑥 + 2𝑣𝑦𝜂𝑦 − (𝑣𝑧 + 𝑤𝑦)] = 𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1)𝜂𝑦 

 −𝑃𝑡 − 𝜇[(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 + (𝑣𝑧 + 𝑤𝑦)𝜂𝑦 − 2𝑤𝑧] = −𝑇(𝑅1
−1 + 𝑅2

−1) 

若取二維流場（𝑥 − 𝑧,座標），上式將變成： 

 𝑃𝑡𝜂𝑥 − 𝜇[2𝑢𝑥𝜂𝑥 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)] = 𝑇𝜂𝑥𝑅
−1 

（A.7） 

 −𝑃𝑡 − 𝜇[(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 − 2𝑤𝑧] = −𝑇𝑅−1 

再分別將（A.7）二式，改寫成在此一界面的法線和切線上的分量。 

法線上分量： 

 𝑃𝑡 −
2𝜇[𝑢𝑥𝜂𝑥

2 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 + 𝑤𝑧]

1 + 𝜂𝑥
2

= 𝑇𝑅−1 （A.8） 

切線上分量： 

 2𝜇(𝑢𝑥 − 𝑤𝑧)𝜂𝑥 + 𝜇(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)(𝜂𝑥
2 − 1) = 0 （A.9） 

把二維座標中，曲率半徑之導數表示為,𝑅−1 = 𝜂𝑥𝑥/(1 + 𝜂𝑥
2)3/2，將其代入（A.8）

與（A.9）後，可得到： 

 𝑃𝑡 −
2𝜇[𝑢𝑥𝜂𝑥

2 − (𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)𝜂𝑥 + 𝑤𝑧]

1 + 𝜂𝑥
2

= 𝑇
𝜂𝑥𝑥

(1 + 𝜂𝑥
2)3/2

 （A.10） 

 2𝜇(𝑢𝑥 − 𝑤𝑧)𝜂𝑥 + 𝜇(𝑢𝑧 + 𝑤𝑥)(𝜂𝑥
2 − 1) = 0 （A.11） 
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附錄二、 特徵方程組矩陣 

 

特徵方程組,[𝐴]𝒙 = �̃�[𝐵]𝒙 ,之矩陣,[𝐴] ,與,[𝐵] ,分別如下所示。其方程組所解析

之上邊界為滿足解析解之匹配條件（2.39），因此由 3.1 節所顯示,[𝐴],與,[𝐵],之大小

均為,(𝑁𝑤 + 𝑁𝑎1 + 𝑁𝑎2 + 6) × (𝑁𝑤 + 𝑁𝑎1 + 𝑁𝑎2 + 6)。,[𝐴],與,[𝐵],矩陣內所放置的方

程式之順序依序為：水體流場之統御方程式、空氣線性流場之統御方程式、空氣對

數流場之統御方程式、（水體）自由滑移條件、氣-水界面條件、匹配條件、滿足解

析解之匹配條件。 

為方便表示,[𝐴]、[𝐵],矩陣，設置以下參數以簡化方程式之長度。 

將（3.3）內之契比雪夫多項式與微分項參數之乘積分別表示為,𝐼, 𝐽, 𝐾： 

𝐼𝑛
(𝑗)

(𝜁𝑤𝑙
) = (

2

ℎ̃
)
𝑗

𝑇𝑛
(𝑗)

(𝜁𝑤𝑙
) 

 𝐽𝑛
(𝑗)

(𝜁𝑎1𝑙
) = (

2

𝛿
)
𝑗

𝑇𝑛
(𝑗)

(𝜁𝑎1𝑙
), 

𝐾𝑛
(𝑗)

(𝜁𝑎2𝑙
) = (

2

ℎ̃ − 𝛿
)
𝑗

𝑇𝑛
(𝑗)

(𝜁𝑎2𝑙
) 

將水體流場之統御方程式之,[𝐴]、[𝐵],矩陣部分，分別表示為,𝐴1, 𝐵1： 

𝐴1𝑛(𝜁𝑤𝑙
) =

𝑖

𝑅𝑤
𝐼𝑛
4(𝜁𝑤𝑙

) + (�̃�𝑈�̃� −
2𝑖�̃�2

𝑅𝑤
) 𝐼𝑛

2(𝜁𝑤𝑙
) + (

𝑖�̃�4

𝑅𝑤
− �̃�3𝑈�̃� − �̃�𝑈𝑤

′′̃) 𝐼𝑛
0(𝜁𝑤𝑙

) 

𝐵1𝑛(𝜁𝑤𝑙
) = 𝐼𝑛

2(𝜁𝑤𝑙
) − �̃�2𝐼𝑛

0(𝜁𝑤𝑙
) 

將空氣線性流場之統御方程式之,[𝐴]、[𝐵],矩陣部分，分別表示為,𝐴2, 𝐵2： 

𝐴2𝑛(𝜁𝑎1𝑙
) =

𝑖

𝑅𝑎
𝐽𝑛
4(𝜁𝑎1𝑙

) + (�̃�𝑈𝑎1̃ −
2𝑖�̃�2

𝑅𝑎
) 𝐽𝑛

2(𝜁𝑎1𝑙
)

+ (
𝑖�̃�4

𝑅𝑎
− �̃�3𝑈𝑎1̃ − �̃�𝑈𝑎1

′′̃ ) 𝐽𝑛
0(𝜁𝑎1𝑙

) 

𝐵2𝑛(𝜁𝑎1𝑙
) = 𝐽𝑛

2(𝜁𝑎1𝑙
) − �̃�2𝐽𝑛

0(𝜁𝑎1𝑙
) 

將空氣對數流場之統御方程式之,[𝐴]、[𝐵],矩陣部分，分別表示為,𝐴3, 𝐵3： 
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𝐴3𝑛(𝜁𝑎2𝑙
) =

𝑖

𝑅𝑎
𝐾𝑛

4(𝜁𝑎2𝑙
) + (�̃�𝑈𝑎2̃ −

2𝑖�̃�2

𝑅𝑎
)𝐾𝑛

2(𝜁𝑎2𝑙
)

+ (
𝑖�̃�4

𝑅𝑎
− �̃�3𝑈𝑎2̃ − �̃�𝑈𝑎2

′′̃ )𝐾𝑛
0(𝜁𝑎2𝑙

) 

𝐵3𝑛(𝜁𝑎2𝑙
) = 𝐾𝑛

2(𝜁𝑎2𝑙
) − �̃�2𝐾𝑛

0(𝜁𝑎2𝑙
) 

將氣-水界面條件（2.26）之正應力平衡於,[𝐴],矩陣部分，分別表示為,𝐴4, 𝐴5： 

𝐴4𝑛 =
𝑖

�̃�𝑅𝑤

[𝐼𝑛
3(1) − 3�̃�2𝐼𝑛

1(1)] + 𝑈0̃𝐼𝑛
1(1) − 𝑈𝑤

′̃ (0)𝐼𝑛
0(1) 

𝐴5𝑛 = −𝑟 [
𝑖

�̃�𝑅𝑎

[𝐽𝑛
3(−1) − 3�̃�2𝐽𝑛

1(−1)] + 𝑈0̃𝐽𝑛
1(−1) − 𝑈𝑎1

′̃ (0)𝐽𝑛
0(−1)] 

𝐶0 = �̃�𝑊 + 𝐹 

將滿足解析解之匹配條件（2.39）之參數表示為,𝜃,： 

𝜃 = √�̃�2 + 𝑖�̃�𝑅𝑎𝑈ℎ̃ 
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[𝐴](𝑁𝑤+𝑁𝑎1+𝑁𝑎2+6)×(𝑁𝑤+𝑁𝑎1+𝑁𝑎2+6) =  
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[𝐵](𝑁𝑤+𝑁𝑎1+𝑁𝑎2+6)×(𝑁𝑤+𝑁𝑎1+𝑁𝑎2+6) =  
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附錄三、 二維平面 Poiseuille 流場之穩定性分析 

 

此附錄將以契比雪夫配置法解析二維平面 Poiseuille 流場，並探討分別使用高

階 （四階）契比雪夫多項式之微分與低階（二階）微分，所得的數值解析解果。

以下將列出二維平面 Poiseuille 流場的統御方程式、邊界條件與背景速度分佈。 

二維平面 Poiseuille 流場的統御方程式，同樣為本研究所述之 Orr-Sommerfeld

方程式，因此其無因次之形式以流函數表示為： 

 

−�̃�(�̃� − �̃�)
𝑑2�̃�

𝑑�̃�2
 + [�̃�3(�̃� − �̃�) − �̃�𝑈′′̃]�̃�

= −
𝑖

𝑅
(
𝑑4�̃�

𝑑�̃�4
− 2�̃�2

𝑑2�̃�

𝑑�̃�2
+ �̃�4�̃�) 

（C.1） 

其中以半渠寬為特徵長度,[ℒ]，渠中間流速為特徵速度,[𝒱]，𝑅 = [𝒱ℒ]/𝜈,為雷諾數。 

二維平面 Poiseuille 流場的上、下邊界條件皆為無滑移條件（no-slip condition），即

水平與垂直速度為零，因此無因次之邊界條件以流函數表示為： 

 �̃�(±1) =
𝑑�̃�(±1)

𝑑�̃�
= 0 （C.2） 

二維平面 Poiseuille 流場的背景速度分佈以無因次形式表示為： 

 �̃�(�̃�) = 1 − �̃�2 （C.3） 

Orszag（1971）以 Galerkin-tau 方法展開上述方程組，再以 QZ 法求解廣義特

徵值問題。並設置雷諾數,𝑅 = 10000，無因次不穩定波波數,�̃� = 1 ,時，其特徵

值,�̃� = 0.23752649 + 0. 00373967𝑖，因此爾後之解析均以此結果為參考。以下將

以契比雪夫配置法解析上述方程式（C.1）-（C.3）。 
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3.1. 以高階（四階）微分之契比雪夫配置法解析二維平面 Poiseuille 流場 

將統御方程式（C.1）整理為廣義特徵值問題,[𝐴]𝒙 = �̃�[𝐵]𝒙，如下所示： 

 

𝑖

𝑅
(𝐷4�̃� − 2�̃�2𝐷2�̃� + �̃�4�̃�) + �̃��̃�(𝐷2�̃� − �̃�2�̃�) − �̃�𝑈′′̃�̃�

= �̃�(𝐷2�̃� − �̃�2�̃�) 

（C.4） 

其中,�̃� = �̃��̃�,與,𝐷 = 𝑑/𝑑�̃�。 

 將本研究的契比雪夫配置法代入，即以契比雪夫多項式展開特徵函數�̃�(𝑧)： 

 �̃�(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛𝑇𝑛(𝑧)

𝑁

𝑛=0

 （C.5） 

並以配置點離散，其中配置點可表示為： 

 𝑧𝑙 = 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑙1
𝑀

) , 𝑙1 = 1,2, … ,𝑀 − 1 （C.6） 

設置,𝑀 = 𝑁 − 2。 

將上述數值方法（C.5）與（C.6）代入統御方程式（C.4）與邊界條件（C.2），

可建立複數矩陣,[𝐴],與,[𝐵]，如下所示： 
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其中複數特徵向量定義為,𝒙𝑇 = [𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑁],。並於 3.3 節討論其特徵值之收斂性

測試與本方法之特性。 

 

3.2. 以低階（二階）微分之契比雪夫配置法解析二維平面 Poiseuille 流場 

將統御方程式（C.4）中之,𝐷2�̃� − �̃�2�̃�,假設為一新特徵函數,𝑌(𝑧)，因此統御方

程式可表示為一聯立方程組： 

 
−�̃�𝑈′′̃�̃� +

𝑖

𝑅
(𝐷2 − �̃�2)𝑌 + �̃��̃�𝑌 = �̃�𝑌 

𝐷2�̃� − �̃�2�̃� − 𝑌 = 0 

（C.7） 

其中,�̃� = �̃��̃�,與,𝐷 = 𝑑/𝑑�̃�。 

 同樣以契比雪夫多項式展開特徵函數,�̃�(𝑧),與,𝑌(𝑧)： 

 �̃�(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛𝑇𝑛(𝑧)

𝑁

𝑛=0

, 𝑌(𝑧) = ∑ 𝑏𝑛𝑇𝑛(𝑧)

𝑁

𝑛=0

 （C.8） 

並以配置點離散，其中配置點表示為： 

 𝑧𝑙 = 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑙2
𝑁

) , 𝑙2 = 1,2,… , 𝑁 − 1 （C.9） 

將上述方法（C.8）與（C.9）代入聯立方程組（C.7）與邊界條件（C.2），可建

立複數矩陣,[𝐴],與,[𝐵]，如下所示： 
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其 中 定 義 , 𝐺𝑛(𝑧𝑙2) = 𝑇𝑛
′′(𝑧𝑙2) − �̃�2𝑇𝑛(𝑧𝑙2) 。 複 數 特 徵 函 數 定 義 為 , 𝒙𝑇 =

[𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑁, 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑁]。並於下節討論其特徵值收斂性測試與本方法之特性。 

 

3.3. 比較高階與低階微分解析之結果 

此節將討論兩方法所解得的特徵值之收斂性測試與其他特性。兩方法解得的

特徵值之收斂性測試，如表 C.1 所示。表 C.1 顯示高階微分解析之特徵值於,𝑁 =

55,時，已與 Orszag（1971）解得的特徵值相同；而低階微分解析之特徵值於,𝑁 =

60,時，與 Orszag 解得相同的特徵值。表示以高階微分解析之收斂速度比低階微分

快，且仍有同樣的準確性。表 C.2 顯示高階微分與低階微分，在同樣網格點時的特

性。表 C.2 顯示高階微分的矩陣大小為低階微分的一半，因此其計算速度小於低階

微分的計算速度。然在高階微分時，複數矩陣,[𝐴],的條件數（condition number）會

大於低階微分。 

以下將觀察在不同網格點時，虛部特徵值之誤差、複數矩陣,[𝐴],的條件數與廣

義特徵值問題[𝐴]𝒙 = �̃�[𝐵]𝒙 間的殘差，如圖 C.1-圖 C.3 所示。圖 C.1 為不同網格

點時，虛部特徵值之誤差，其定義為： 

 誤差 = |𝜔�̃� − 𝜔�̃�𝑟𝑒𝑓
| （C.10） 

其中,𝜔�̃�𝑟𝑒𝑓
,為 Orszag 解得的虛部特徵值,0.00373967。圖 C.1 可觀察出在特徵值收

斂以前,𝑁 ≤ 60，其誤差有契比雪夫配置法呈指數收斂的特性。並如表 C.1 收斂性

測試的結果在,𝑁 = 60,時收斂，然而隨著,𝑁,的增加，高階微分的誤差將明顯不穩定
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於低階微分，且其發生不穩定的位置會快於低階微分。因此以圖 C.2 與圖 C.3 來判

斷此現象為數值不穩定所產生。其分別為不同網格點時，複數矩陣,[𝐴],的條件數與

廣義特徵值問題[𝐴]𝒙 = �̃�[𝐵]𝒙 間的殘差，其中殘差定義為： 

 殘差 = [𝐴]𝒙 − �̃�[𝐵]𝒙 （C.11） 

此兩種數值經常用於檢定矩陣對於數值計算上的敏感性與穩定性。圖 C.2 可觀察

出高階微分之條件數隨,𝑁 ,的增加，其值將會逐漸遠大於低階微分。然而條件數越

大表示此線性系統，越趨於病態系統（ill-conditioned system），表示其計算結果是

無法信任的，並反應於圖 C.1 中的誤差與圖 C.3 中的殘差。 

 

 

 

 

 

表 C.1：高階微分與低階微分所解得的特徵值之收歛性測試，並與 Orszag（1971）

解得的特徵值比較。 
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表 C.2：高階微分與低階微分之特性。 

 

 

 

 

 

圖 C.1：不同網格點 𝑁 時，虛部特徵值 𝜔�̃� 之誤差。 
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圖 C.2：不同網格點 𝑁 時，[𝐴] 之條件數。 

 

 

圖 C.3：不同網格點 𝑁 時，[𝐴]𝒙 = �̃�[𝐵]𝒙 的殘差。 
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