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Einleitung.

1. Die Wirbel, die in stromendem Wasser hinter festen Kérpern
entstehen, werden weder durch die Lésung der Potentialtheorie, noch
durch die Helmholtzschen Strahlen richtig dargestellt: Der Potential-
theorie ist es unmoglich, die Bedingung zu erfiillen, daB das Wasser
an den benetzten Kérpern haftet; und ihre Losungen der hydrodyna-
mischen Grundgleichungen stimmen nicht mit der Beobachtung iiberein,
dab sich an einer bestimmten Stelle die Strémung vom Kérper ablost
und eine stark wirbelnde Grenzschicht in die freie Stromung hinaus-
sendet. Die Helmholtzsche Theorie der Strahlen versucht diesen
letzteren Effekt in der Weise nachzubilden, daB sie lings einer Strom-
kurve zwei Potentialstromungen, Strahl und ruhendes Wasser, nicht-
analytisch aneinandersetzt. Die Zulissigkeit dieses Verfahrens wird
dadurch begriindet, daB beim Drucke Null, der an der genannten
Stromkurve herrschen soll, der Zusammenhang der Fliissigkeit und
damit der Einflu benachbarter Teile aufeinander aufgehoben ist. In
Wirklichkeit aber ist an diesen Grenzen der Druck durchaus nicht
Null, sondern kann sogar beliebig geiindert werden. Uberdies erfiillt die
Helmholtzsche Theorie mit ihren Potentialstromungen nicht die Be-
dingung des Haftens und erklirt nicht die Entstehung der Wirbel, denn
bei allen diesen Problemen ist nach dem Wirbelsatz die Beriicksichtigung
der Reibung prinzipiell erforderlich.

Wenn wir z B. einen Zylinder in flieBendes Wasser tauchen,
so wird vor ihm die Stromung qualitativ dem bekannten Potential
entsprechen: an der Zylinderwand dagegen bildet sich, da das Wasser
am Zylinder haftet, eine Grenzschicht aus, in der die Geschwindigkeit
vom Werte Null an der Wand zu dem durch die Potentialstrimung
gegebenen Wert ansteigt. In dieser Grenzschicht spielt wegen des
starken Geschwindigkeitsgefiilles die Reibung eine wesentliche Rolle,
von ihr hiingt es auch ab, wie weit sich der die Geschwindigkeit

vermindernde EinfluB der Wand, der ja durch Schubkriifte vermittelt
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werden muB, in die Fliissigkeit hineinerstreckt, d. h. wie dick die
Grenzschicht wird. DaB sich an einer gewissen Stelle die #uBere
Stromung ablost, und das an der Grenze in starke Rotation versetzte
Wasser ins Freie hinausfiihrt, muB aus den Vorgiingen in der Grenz-
schicht zu erkliren sein.

Die exakte Behandlung dieser Frage ist zuerst von Prandtl?)
in Angriff genommen. Seine Erklirang der Ablosung 1st unten
(8) wiedergegeben. Da die Integration der hydrodynamischen Glei-
chungen mit Reibung ein zu schwieriges Problem ist, so ist in
der genannten Arbeit die innere Reibung als klein vorausgesetzt,
Wahrend die Bedingung des Haftens an der Grenzfliche beibehalten
wird. In der vorliegenden Arbeit werden im AnschluB an die ge-
nannte Abhandlung auf Grund der so vereinfachten hydrodyna-
mischen Gleichungen einige Probleme durchgerechnet, die sich auf
die Ausbildung der Grenzschichten an festen Korpern und die Ent-
stehung der Ablosung von Strahlen aus diesen Grenzschichten heraus
beziehen. Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof.
Prandtl

2. Wir nehmen also mit Prandtl (L c.) die Konstante der inneren
Reibung als klein an; die Grenzschichten werden dann entsprechend diinn,
die Fliissigkeit behiilt ihre normale (Potential) Geschwindigkeit bis nahe
an die Grenzfliche heran bei. Trotzdem muB natiirlich der Abfall der Ge-
sehwindigkeit bis zum Werte Null und, wie die Rechnung zeigen wird, die
in dieser Grenzschicht stattfindende Ablsung bestehen bleiben, d. h. wir

oy kommen auch bei beliebig kleiner Reibung

y nicht vollstindig auf die Potentialstromung
zuriick, sondern die Ablosung und die durch
sie bewirkte Umgestaltung der Stromung
hinter dem Korper bleibt auch bei beliebig
kleiner Reibung bestehen. — Wir beschriinken uns auf zweidimensionale
Probleme und verwenden Koordinaten, die parallel und senkrecht zur
Grenze verlaufen (Bogenlinge und normaler Abstand). Trotz der
Kriimmung derselben wird sich der Typus der Grundgleichungen in
dem Kkleinen Raum der Grenzschicht nicht merklich von dem fiir
rechtwinklige Koordinaten entfernen. Die GroBenordnung der Dicke

der Grenzschicht sei & dann wird, da die Geschwindigkeit « auf dieser
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Strecke von Null zu normalen Werten ansteigen soll: ?;; ~ i 3 2;:m o

haben normalen Wert, aus der Kontinuititsgleichung

]
éu du  9%u
u} at, d J a.ll

1) Verhdlg. d. intern. Math. Kongr. 1904.
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3; ~ 1, und durch Integration v ~ & Die Glieder in den
Grundgleichungen erhalten hiernach folgende GréBenordnung'):
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Die Reibung gewinnt Einflu, wenn wir & ~ & setzen; dies liefert
uns den Zusammenhang der Dicke der Grenzschicht mit der Kleinheit
der Reibungskonstante. In der ersten Gleichung fillt dann 7*u/d2* gegen
die iibrigen Glieder fort; in der zweiten Gleichung bleibt allein stehen:
¢p/éy ~ & oder bei Beriicksichtigung der Koordinatenkriimmung: (vergl.
FuBnote) ~ 1. In beiden Fillen ist die Abhiingigkeit des Druckes
von % zu vernachlissigen, da in dem kleinen Raum der Grenzschicht
die Integration von ¢p/¢y hichstens zu Druckunterschieden von der
GroBenordnung & oder & Veranlassung geben kann, d. h. Druck und
Druckgefille 7p/éz sind von y unabhiingig, werden also der Grenzschichb
durch die iuBere Stromung ,eingepriigt.“ Die Geschwindigkeit der
duBeren Stromung dicht an der Grenzschicht bezeichnen wir mit .
# ist nur als Funktion von  zu betrachten, da die eigentlich vorhandene
Abhiingigkeit von y gegen die starken Variationen in der Grenzschicht
selbst im Sinne obiger Vernachlissigungen ignoriert werden kann; v
ist nach obigem ~ &=}k, wird also mit & Null. Es bleiben uns
also als Grundgleichungen fiir unsere Grenzschichten:

9(@+u§-:+v§:) o (Gr+azy) +hgs

ot
cu , v
g e 0.
Grenzbedingungen sind:
fiir y =0 u=0 v=>0
fiir iy = oo U = .

1) Die Beriicksichtigung der Koordinatenkriimmung liefert, wie man durch
Umformung der Differentialquotienten erkennt, nur in der zweiten Gleichung ein
nicht zu vernachliissigendes Glied gu?r, wenn r der Kriimmungsradius ist. Dies
Glied ist von der GriBenordnung 1.
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Diese Gleichungen begriinden gewissermalfien eine besondere Mechanik
der Grenzschichten, da die duBere Stromung nur in ,eingeprigter Weise
eingeht.

3. Die qualitative Erklirung fiir die Ablosung der Strahlen ist
nach Prandtl (1 c.) folgende: Das Druckgefille und somit die Be-
schleunigung ist, vom Reibungsglied abgesehen, durch die Grenzsehicht
hindurch konstant, die Geschwindigkeit dagegen in der Nihe der Wand
geringer. Daher wird hier bei Druckanstieg die Geschwindigkeit frither
als draufen den Wert Null unterschreiten und so zur Riickstromung
und Strahlbildung Veranlassung geben, wie die Geschwindigkeitsprofile

in nebenstehender Figur (vergl
L ¥ Prandtl L e.) zeigen. Die Ab-
E +  losungsstelle selbst ist hiernach
durch

ou __
a— =0 fir y=0
oy
T T ~  charakterisiert. Diese Erklirung

arbeitet nicht, wie die Helm-
holtzsche Strahlentheorie mit einer ad hoc gemachten Annahme, sondern
nur mit den Vorstellungen, die unseren hydrodynamischen Gleichungen
zugrunde liegen. Die Stromlinie, die den abgelisten Teil der Stromung
begrenzt, geht unter einem gewissen Winkel von der Grenzfliche ab, da
die Stromfunktion ¥ sich um den Ablésungspunkt [2] herum in folgender
Weise entwickelt:

v =0y’ + ez —[z]) .

Als weniger wichtiger Effekt ist noch vorauszusehen, dall infolge
der durch das Haften bewirkten Aufstauung des Wassers die Stromung
vom Korper fortgedriingt wird. Hierdurch, sowie durch die hinter dem
Korper eintretende Umgestaltung der Stromung wird natiirlich auch
die Stromung vor dem Korper beeinflubt, so daf die Annahme der
Potentialstrémung fiir quantitative Richtigkeit der Resultate nicht aus-
reicht, und etwa durch experimentelle Aufnahme des Druckverlaufs
ersetzt werden muf.

I. Grenzschicht fiir die stationire Bewegung an einer ebenen
parallel den Stromlinien eingetauchten Platte.

Die Stromung flieBe parallel der x-Achse. Die Platte beginnt im
Koordinatenanfang und liegt in der positiven z-Achse.

In diesem einfachsten Falle ist kein Druckgefiille vorhanden, also
auch Ablésung nicht zu erwarten. Wir wollen ihn trotzdem durch-

. gl ey

rechnen, schon um zuniichst an diesem Fall die spiter zu benutzenden
Rechenmethoden zu zeigen. Die Grundgleichungen lauten hier:

du dw 0%
9(”'_3}"":’3_3) :;"3!,:

ouw , v

7t 55 0

Die Kontinuititsgleichung integrieren wir durch Einfithrung der Strom-
funktion : _ o 2%
oy o
Grenzbedingungen sind:
fiir y=0: w=10 v=0
“fiir y=o0: u=u, konstant.

1. Nach dem Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit kénnen wir
unsere (ileichungen vereinfachen, wemnn wir eine Ahnlichkeitstrans-
formation kennen, welche Differentialgleichungen und Grenzbedingungen
in sich {iberfithrt: Multiplizieren wir z, y, u, v, ¥ mit den Faktoren
Zy, Yo, Uos Vos Vo, SO erhalten wir:

0 U k| L Updy,

2, Y3’ %= &, ! Y = UpYo; Ug = U

als Bedingungen dafiir, das erstens das Problem und seine Lisung in sich
iibergefithrt wird, und daB zweitens durch die Transformation o, I,
#“ =1 geworden sind. Die vier soeben gewonnerien Gleichungen lassen
uns noch einen Freiheitsgrad in der Auswahl der Faktoren xy, yy, %y, vy Yo
Die drei letzten Gleichungen bestimmen die Faktoren, die u, v, ¥ bei
der Ahnlichkeitstransformation annehmen; die erste sagt aus, daB die

YR TEA

gesuchte Losung des Problems in sich iibergeht, wenn nur: %‘y“ =1

0

ist; d. h.: unter Riicksicht auf die Faktoren, die u, v, ¥ annehmen, kann

der Zustand nur von 9;_—‘ -gj abhiingen. Durch diese Uberlegung haben
wir die Anzahl der unabhingigen Verinderlichen reduziert. Wir fithren

daraufhin ein: —

eu Y
£=1)/%2- v
T
Y= VT Vo ¢

o= Y5 -0
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
(e —— "
Grenzbedingungen:
filr &£ =10: =0 E=10 aus u=0;0v=0; ;
fir E=o0c0: ¢ -2 aus w = 4. '

2. Zur Integration dieser und spiiterer Gleichungen miissen wir !
Reihenentwicklungen benutzen: und zwar Potenzentwicklungen um § = 0, ;
asymptotische Nitherungen fiir £ — co. Da Grenzbedingungen an beiden
Stellen gegeben sind, so bleiben eine bez. zwei Integrationskonstanten I
in den beiderseitigen Entwicklungen stehen. Sie werden dadurch be- 5
stimmt, daB beide Entwicklungen an einem beliebigen Punkt im Funk-
tionswert ¢, erstem und zweiten Differentialquotienten iibereinstimmen
miissen. Die Ubereinstimmung in simtlichen Differentialquotienten ist

dann durch die Differentialgleichung gewiihrleistet. '4
3. Potenzentwicklung der Losung obiger Gleichung:
G —— g
um § = 0 mit den Grenzbedingungen an dieser Stelle:
¢'=0 )

geschieht durch den Ansatz:

; Zn( 1\]” 3;__[__0)_1 g3ﬂ+°

der so gewidhlt ist, daB die zu bestimmenden Koeffizienten ¢, ganze
positive Zahlen werden, was ihre Berechnung vereinfacht. Der Falktor
«"*1 bringt die Art des Eingehens der Integrationskonstante « zum
Ausdruck: ¢, welches sonst als solche auftreten wiirde, kann nunmehr
= 1 gesetzt werden. Ks ergibt sich fiir die ¢, die Rekursionsformel:

=3 (%) s

Die ersten so berechneten Koeffizienten sind:

==l ¢ =1 it e =315 ¢, = 27897
6=3817137 ¢ = 814823115 ¢; =-265-164849 103
S8 87y M5 298 4/3 289 715"

Wegen der Konvergenz ist zu beachten, daB wir in obigen Ansatz
als Nemner (3n 4 2)! eingestellt haben. ¢ und §” sind leicht zu
bilden.

= o

4. Bei der asymptotischen Niherung fiir § tritt eine Integrations-
konstante additiv zu &, da
fiir E=00: ¢ =2
also: ¢ = 2& 4 const. = 279

ist, wodurch % als neue, gegen & verschobene Koordinate eingefiihrt ist.

Wir setzen nun, um eine erste Korrektion § zu berechnen:
E=2n+§
und erhalten unter Vernachlissigung der (QQuadrate der Korrektionen:
2ty = — £

und hieraus durch Integration:

1 |
f Fd dn—:ﬂ:ﬁ""’dw-i’. er?

-3 m

=

Zur Berechnung weiterer Glieder der asymptotischen Niherung
verfihrt man allgemein so, daB man weitere kleine Korrektionen g,
hinzufiigt und ibre Quadrate vernachliissigt. Man erhalt so lineare
Differentialgleichungen fiir die £,, deren linke, homogene Seite stets
die gleiche ist, withrend rechts als ,eingepriigte Kraft“ der Fehler
erscheint, den die Summe der vorhergehenden Nitherungen, in die
Differentialgleichung eingesetzt, iibrig lift.

5. Wir kommen hier schneller durch folgende Uberlegung zum Ziel:
Die Differentialgleichung fiir & :

2ty —— 7
geht aus unserer urspriinglichen Gleichung:
;;!’ = gf’f

dadurch hervor, daB wir links fiir ¢ die grobste Niherung {= 2y
einsetzen. Offenbar hat also ¢ an dieser Stelle den geringsten Hin-
fluB und wir wollen unsere Differentialgleichung formal so integrieren,
als ob ¢ an dieser Stelle bekannt wiire. Wir erhalten:

l'"‘ ) J‘l
§=jdnque'-f"“';.



e —

Die 3 Integrationskonstanten stecken in den beliebigen unteren
Grenzen. Setzen wir rechts £ = 2v, so erhalten wir links, wie oben,
& setzen wir dagegen rechts { =2y + §, so wird:

; fd.‘?que—: ru‘"'.r

oder unter Riicksicht auf die Grenzbedingungen

g ,
e=2n+7 fan [ dner(1— [ ean)

A 4 %
=25+ § — yjdvgjd-r;e"i’jgldq-

Es ist also die zweite asymptotische Niaherung:

§=— ?e.f:‘:d}j!fd?} . -‘3-"',jqif‘l}gfd?}l_lrie_'fd?j.

Durch partielle Integrationen erhalten wir hieraus:

=—1@n+ e fC‘”’f3?J — Lye-r
@

&= Z‘;T}C"f,j‘;ﬂ"ﬁdn—Z:-{J‘:‘g_'f‘d—rj}g_i‘?8?.3_3’1‘2

©

6. Uber solche Integrationen liBt sich allgemein folgendes aus-
sagen: Nach der durch partielle Integration zu gewinnenden Formel:

£l 1 ’:
n— &
.f“""”'?"d?? i ¥ e B ol .fﬂ*'f‘n"'szv
o

liBt sich jedes Integral dieser Form zuriickfithren auf die beiden
J
Funktionen e~% und j ¢~ "dn, multipliziert mit Potenzen von 5. Haben

wir mehrere iibereinandergeschachtelte Integrale, wie oben, so formen
wir zuniichst, wenn nétig, das innerste in der angegebenen Weise um:
Unter dem vorletzten Integralzeichen steht dann als Integrand e~"" oder

y [1 e~"dy wmit Potenzen multipliziert. FErsteres liefert keine neue

= TR
Schwierigkeit, letzteres konnen wir durch partielle Integration auf

die beiden Funktionen e~ und f Vdny zortickfithren:

f‘dq‘fe*'i'dn = 1}.[‘9' Tdn + se”"

gty ) y
J ndv,f e~ Tdy = -é-n’,,fje""dr; - %fe""d?: + nes T
Ui

q
[?fd'q f ~dn = —;nsj e~7dy+ tnfe~" 4+ te~"  usw.

Kann, wie oben, der Integrand quadratisch in ¢="" sein, so haben
wir folgende vier Typen zu unterscheiden:

e=", e"i’.fc“-"dq; {/e 'I’d*q} {i“-’i"d'q

multipliziert mit Potenzen von 3. Der erste und vierte Typus liefert
nichts Neues. Fiir den zweiten schaffen wir uns durch partielle Inte-
gration die Formel:

U 7 A 2 ) 1

o

oder: 7 y 7
Soeran feran =i feran)

und weiter:

v ! ! Y
/ ﬁe""dnfe“""d-r: =—le=? [e-vdy +} fe-trdy
w a oo L

J
»

. 3 A ]
J 1;33—'i’d1;qu6' "dy=— ine” h“./ ;e"i‘d*r; + i {‘/ e~ "dy } o Le—%0

€

UsSw.

Ebenso fiir den dritten Typus:

7
” {8 dﬁ] dn—n{[ ‘f‘dq} 4= rﬁ[i —-fd,?_b[rzm,;
f U"’"”d’f | ndy = in? {._/-8“"’6%: b+ ‘%ﬂe'*’,_fe-v’de:

i feran) e perr
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Da durch diese Formeln neue Typen fiir Integranden nicht hinzu-
gekommen sind, so beherrschen wir mit den angedeuteten Formeltafeln
alle Integrale, in denen e~" nicht mehr als zweimal vorkommt. Wir
konnen fiber solche Funktionen beliebig viele aufeinanderfolgende
Integrationen ausfiihren; die eingehenden Potenzen von % sind un-
beschriinkt. — In_dieser Weise sind die Formeln fiir § in (5) gewonnen.
Auch spiter werden uns diese Integrationen begegnen. — Da der Typus
des Integrationsresultates hiermit bekannt ist, kann zur Durchfiihrung
der Rechnung auch ein Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten
benutzt werden.

7. Es gelingt bei dieser Differentialgleichung auch, den Fehler zu
bestimmen, mit dem infolge der geschehenen Vernachldssigungen unsere
Losung behaftet ist. Leicht 1iBt sich feststellen, daB 2%, 2y 4§,
29 + & + & wunter dem wahren Wert von ¢ bleiben; um nun auch eine
obere Grenze zu finden, benutzen wir die, in obiger (vgl. ), etwas ab-
geiinderter Form:

-—JF(':—EE)M

nom
{;=2q+y'jd1gjdne“’i“e »

gegebene Moglichkeit, aus einer groben Anniherung eine feinere zu
berechnen: Wir setzen rechts fiir £ — 2% eine ziemlich willkiirlich
gewiihlte obere Grenze, z. B. das erste Glied der semikonvergenten Ent-
wicklung von §, — haben also die Gleichung:

-

. 1 c
g€ — 2 n < i i _rf_
und berechnen aus dieser Annahme eine asymptotisch feinere obere
Grenze fiir ¢, ¢', £ Solange letztere unterhalb der angenommenen
bleibt, ist sie garantiert. Die Ausrechnung ergibt [nach der all-
gemeinen Formel:

o yadn L__’i,_ v41 d?]
7 21“1-+1 2 nv+°

[€—2man<isl—»
)

‘_Jl(:‘_‘z'?)d'i

e < e?

A=

Fiir ¢” finden wir nach nebenstehender Figur als obere Grenze:
et <14 a9 6 ="

wobel @, der groBte vorkommende Wert von & ist, also dem Koordinaten-
wert u, fir den ¢ gerade berechnet werden soll, entspricht. Wir

erhalten so:
& Fig. 3.

§/°n+?[m-dwﬂ(l+6”h) o

ﬁf é -2

<2+ + T

|

Analog fiir £ und £": ;
S //

6 '3 8—3:;’-

<& + —?f’

Durch genauere Ausfithrung
der Integrale kann das
Resultat leicht verschirft )k
werden.

8. Der AnschluB der beiden Entwicklungen und die Bestimmung
der Integrationskonstanten (¢, y und % — &) vollzieht sich nun in
folgender Weise: In die Potenzentwicklung (3) fithren wir ein, um die
Integrationskonstante « herauszuheben:

und erhalten so:

o I ,,
Z=gt= R gy X

]
dz 1 <
F 2(_ 1) (3n+1J'

ﬂ

‘\_.?:n-i—l

#z 1 ' A
i T = E(— 1 gy X
0

Die Verschiebung von 7 gegen & bringen wir durch Einfithrung
der Integrationskonstanten f:

Ve-n=x—8
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zum Ausdruck. Wenn wir jetzt noch von der asymptotischen
Niherung her aus (4) und (5):

t=2m+b+6
C=2+H+E
¢ =t

aufschreiben, so haben wir den ganzen Formelapparat beisammen. —
Wir stellen uns nun fiir Z und seine Differentialquotienten untenstehendes
Kurvenbild her, von dem folgende Werte angegeben sein migen:

=10 08 | 10 Tig. LN ip "20° 2050 9%
Z—=|0 0817 0492 0,701 0938 1,63 1,79 18561 1,94
a0

= 0,784 0961 1,121 1257 1,50 153 15479 1,56
& ~l1 - — — 0639 034 028 02682 023
Die Glieder der Potenzreihe wurden bis %‘:;a berechnet; weitere Glieder

wurden z T. aus den Differenzenreihen der Logarithmen der Koeffizienten
extrapoliert. Die Lage der Asymptoten ist in der Figur 4 bereits gut zu
erkennen; da nun wegen { = 27 asymptotisch: Z—= -1; (X — B) ist, so kann
o

man bereits aus der Zeichnung rohe Nitherungswerte fiir « und g ablesen:
« =180, B=096. Zu

g y = 1,00 gehort dann
/ als  Anschlufkoordinate

; ungefihr X =2,05. Fir
y ergibt sich aus den
entsprechenden Werten

%
A7 ber. ¢ y—0,92.
Die genauere Berechnung
geschieht, indem wir «.
y und die zu y =1 ge-
hirige AnschluBkoordi-
nate X durch Kkleine
Korrektionen variieren
und diese dann aus
linearen Gleichungen be-
rechnen. Um ein Urteil iiber die Genaunigkeit zu geben, sei mitgeteilt,
daf ich fiir X = 2,05 berechnete:

Z — 1,8561,

von

dZ Pl d = d*Z
ax = 16479, 55 =0.2582, 5= —0479,

— P i
wobei die vierte Dezimale nicht mehr sicher ist. Aus der asymptotischen
Niiherung ergab sich fiir y =1 : (unter Benutzung von Markoff: f e "d t).
¢

6 0,00012
§=2+ 004454 -y + [ 0,00106 a

, . 0,00076
t'=2—0,13940 -y — 0,00423 } 7
r o b

£ = 036788 -7 + | 00s00 | 7*-

wobei in den {} die obere Zahl von g, die untere von der in (7)
bestimmten oberen Grenze herstammt. (Letztere ist, wie oben erwiihnt,
ziemlich roh. Die ,vorliufige Annahme® iiber die obere Grenze von §
ergibt: £<< 24 0,092 .. Die oberen Grenzen sind also garantiert
vergl. [7]). Es ergibt sich als Resultat:

a=13266, X=20494, »=09227, (B = 0,9508).
Als gesichert kinnen wir annehmen:
« liegt zwischen 1,326 und 1,327.
9. Wir konnen z B. hieraus berechnen, welchen Zug eine Platte
der Breite b und der Liinge ! erleidet, wenn sie parallel zu den Strom-

linien in eine mit der Geschwindigkeit # flieBende Stromung eingetaucht
wird. Pro Flicheneinheit ist derselbe:

r 0% __ g aizerry]/eB 1
X, =k =kiut" 1 G
i ——
= Lou®—— -
. Ve i

Durch Integration iiber die Platte erhalten wir:

i

b.fxﬁ bV kold,

0

/ ot

also, wenn das Wasser auf beiden Seiten der Platte stromt:

Zug = 1,327 - b YV &kolw®

II. Berechnung der Ablosungsstelle hinter einem in eine stationéire
Strimung eingetauchten Korper.

1. Wir behandeln folgendes Problem: In eine sonst parallele
Stromung werde ein zur Stromrichtung symmetrischer zylindrischer
Korper eingetaucht. Unsere Grenzschichtenkoordinaten rechnen wir
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vom Teilungspunkt der Stromung an. @ sei als Funktion von x in
eine Potenzreihe entwickelt. Zur Integration unserer Grundgleichungen:

ru du A au ko o* lf
+ /] gy + o oyt
ou EL
aadais S
o dy

benutzen wir unter Riicksicht auf die Symmetrieverhiiltnisse fiir die
Stromfunktion ¥ den Ansatz: "
p= i)z

Q

Fig. 5.

u und v erhalten wir hieraus durch Differen-
tiation. Den allgemeinen Grenzbedingungen
gemilB miissen dann die Funktionen y,(y) den
Grenzbedingungen:

fir y = 0: 7n="0 =0

fiir y = oo: L=

also L=aqy +n

geniigen, wobei 7, Integrationskonstante ist. Durch Einsetzen in die
erste Grundgleichung ergeben sich dann noch als Differential-
gleichungen fiir die y:

i

1
2(2-1 + D) (ugi -2 — nay'-2) =2(22 + Daaqi-2+ %z:"',

die fiir [ =0 quadratisch, fiir /> 0O linear in der zu bestimmenden
Funktion y, ist. Zur Liosung dieser Gleichung kénnen wir, wie beim
vorigen Problem, um y =0 nach Potenzen entwickeln, bei y = o
asymptotisch anniihern und beides aneinander anschlieBen. Wir werden
nachher sehen, daf wir uns die asymptotische Niherung ersparen kénnen,
da bereits die Potenzreihe, wie vorhin, die Asymptote und damit die
eine Integrationskonstante mit geniigender Genauigkeit erkennen liBt.
Wir beschriinken uns auf die Berechnung von 7, und g, d. h. auf die
erste und dritte Potenz von 2. Da niimlich die entsprechenden Koef-
fizienten ¢, und ¢, in @ bereits eine erst zu-, nachher abnehmende
Geschwindigkeit ergeben, — der Fall, in dem voraussichtlich Ablosung
eintritt, ist durch ¢, >0, ¢, < 0 charakterisiert, — so ist der in der
Einleitung (3) verlangte Typus der Druckverteilung bereits durch die
ersten beiden Potenzen geliefert; es ist daher zu erwarten, daB auch y,

- e

und 7, wenn auch nicht quantitativ genau, bereits den Effekt der Ab-
losung darstellen werden. Bei einem der nachher in dhnlicher Weise
zu behandelnden Probleme ist auch noch die niichste Niherung be-
rechnet, und es hat sich dort die Zuldssigkeit der Beschrinkung auf
die ersten beiden Potenzen in x herausgestellt.

2. Fiir 7, und g, haben wir die Gleichungen:

e

% —zoxu—9u+ xq,
Rr I L
b gt i = ) = o+
Die Art, wie g, ¢, k ¢ eingehen, konnen wir hier noch durch mecha-

nische Ahnlichkeit feststellen. Auch hierin zeigen die beiden ersten
Glieder gewissermaBen universelle Bedeutung. Wir schreiben also:

o = gy + ¢, 2° Y =22 £ 1, 2°
und fiithren folgende Grifen fiir x, ¥, z,, 7, ein:

] "39 . 204,
3 =V§; z 9 =]/923:= v L=V & =V_£;£g i
Wir erhalten dann:
T =u'|/’.}*s’ (& + &)

=V I (6t + 68

Zeq,
T %]/ g? (&€ + &E®) usw.
¢ und § geniigen als Funktionen von % den Differentialgleichungen:

G —Gb=4+ &
456 — 388 — L&l =16 + &

Grenzbedingungen:
fiir 4 =0: to=0 =0 =0 &=0
fiir 9 = co: =2 G =2

3. Fiir §, setzen wir die Potenzreihe an:
= L
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
b, willkiirlich = 1: da « bereits Integrationskonstante;
@'fy=—4: da wir im Ansatz der Integrationskonstante « auf die

Inhomogenitit der Gleichung fiir &, keine Riicksicht genommen haben,

80 erscheint ¢ ungewohnlicherweise auch in dieser Gleichung;
2
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b, —0: die Krimmung des Geschwindigkeitsprofils findert sich
zuniichst nicht, da die Reibung in ihrer Wirkung der Triigheit um
zwei Glieder voraus ist; von m = D an ist:

0 )

Die Koeffizienten dieser Rekursionsformeln konnen, wie alle in
dieser Weise aus Binomialkoeffizienten zusammengesetzten Zahlen, aus
einem Schema #hnlich dem Pascalschen Dreieck berechnet werden,
dessen Anfang der folgende ist:

EL o v efa el s e
3 —7 )‘/ 7 'é

7 7
8 /—— /—#/—J/a i 4‘/

und in dem jedes Glied die Summe der dariiberstehenden ist. Nur
der eingerahmte Teil kommt gemiB obiger Summengrenzen in Betracht.
Die 13 ersten Koeffizienten sind (z. T. s. 0.)

by =1 by=— o b, =0
¥l bs = 2b, by = 203
Byom—1 B = A by = — 1632
b, — 27 — 1603 by, = 1810, by = 84082,

4. AuBer ¢ kommen noch zwei Integrationskonstanten durch die
asymptotische Niherung hinein, die wir, wie beim vorigen Problem,
an die hier berechnete Potenzreihe anschlieBen miifiten. Fiir unsere
Zwecke (Berechnung des Ablésungspunktes) geniigt es jedoch, « zu

kennen, und wir werden, wie oben bemerkt, sehen, dall sich ¢ mit

geniigender (enauigkeit bereits allein mit Hilfe der Potenzreihe be-
rechnen laft.

Wir setzen Z, = ; &, H = an und zeichnen fﬁt} als Funktion
4

von H nach der Potenzreihe auf. Es hiingt selbst noch von by=— ~
4
ab, und soll sich fiir den richtigen Wert von « der Asymptote:
dz,
dH

= 52, nihern. Fiir andere Werte von « nithert es sich i{iberhaupt

£ Vit

keiner Asymptote, und dadurch wird, wie beiliegende Figur 6 zeigt,
diese Methode zur Bestimmung von « sogar ziemlich empfindlich. Wir
erhalten « = 1,015, die letzte Ziffer nicht mehr sicher.

Fig. 6.

zzi._éi

4

5. Die Berechnung von § nach obiger linearer Gleichung und den
Grenzbedingungen geschieht in analoger Weise: Potenzansatz:

_5 2 I«q!*

¢, = 1, weil 0 bereits Integrationskonstante; d¢; = — 165 ¢, = 0; und
fiir m > 5:

] et it R ot B Gy 1 g O

Wie oben, so kinnen auch hier die Koeffizienten in diesen Formeln
aus einem Schema berechnet werden, dessen erste Zeile (m = 3) aus
den Zahlen — 1, + 4, — 3 besteht, wihrend die anderen durch Ad-

dition folgen:
ﬁ,./o o, 2/.} /a /J/ /f/
—r/+¢/ A
ST
/-f/ .z'/ \(—2/ .3/ e
.'—-f/ f/r.r /2\(—- 3 o /
'—f// 0/7,/ & ——.3\( —¢9/’ o //
a _Z—-r s ,/; A -n&'—n/ 5

»aq@&;ﬂ




s
s I

S Ly

4ot

S0t

20

10
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Die ersten Koeffizienten werden:
€ =1; 0¢g=—16; ¢, =0; ¢g=14¢c; ¢, =0a’c, — 8; ¢ =— 32¢;
e =17 ¢, =300, —224a®; ¢ y=— 5T6ac, — 256;

¢y = 2048 ¢; + 294 ¢®, ¢, = T83 ®¢; — H092 ¢,

6y =— 17392 ¢®¢; + 59648 &% ¢, = 2219520 ¢, — 315 a2 — 136192;
6 = — 11025 ¢ ¢ — 1024000 ¢; — 54864 «*;

6 = 174168 «® ¢, — 221296 o®

6. Auch hier brauchen wir die asymptotische Niherung nicht,
sondern bestimmen die Integrationskonstante & daraus, daB § die
Asymptote §; = 2 haben muB. Auf beiliegendem Blatt sind zuniichst
als Kurven 4 und B die von ¢, freien
und die mit ¢; multiplizierten Glieder
der. Potenzreihe fiir & aufgetragen,
so daB:

§=0-4—16-B

ist. Fiir verschiedene Werte von o
ist dann & gezeichnet, und man er-
kennt aus dieser Kurve, daB bereits
bei 7 —=1,6 die Konvergenz unserer
Reihen trotz der groBen Anzahl der
berechneten Koeffizienten ¢ ziemlich

‘ Fig. T.
|
e

2% schlecht ist; immerhin zeigen die

| & Glieder, wenn man gleiche Potenzen
% von ¢ zusammenfaBit, einen befrie-

/ digenden Gang, so daB die Reihen
A trotzdem brauchbar sind. Wir ver-

mogen noch zu erkennen, daff der
richtige Wert von 0 zwischen 8,20
5 o7& wwiriers ~7 und 8,30 liegt. Die Kurve steigt zu-
niichst sehr stark an und niihert

sich dann von oben ihrer Asymptote. Dieser starke EinfluB auf u in
der Nihe von % =0 im Vergleich zu y = oo erlaubt es auch, daf u
im Ablosungsfalle an der Grenze eher als drauBen ein Zeichen wechselt.
7. Wir kommen nun zur Berechnung des Ablisungspunktes und
erinnern dabei an die Bemerkung (1), daB die Resultate quantitativ
nicht genau sind, da wir nur die erste und dritte Potenz von =z
beriicksichtigt haben. Der Ablosungspunkt [£] ist bestimmt durch:

(‘ 2 oy
o= (; Vsp?nqg (§0 [E] + ‘.'u ‘:v ) fiir N = 0

L RO

oder nach (3) und (5):
« + O [E] =

Nach (4) bez. (6) ist « = 1515, 0 = 825; es ist also im Falle des
unteren Vorzeichens, der uns hier allein interessiert, die Koordinate

des Ablosungspunlktes:
[£] = 0,65

firli= 06')]/_

= o — G

also:

Dabei war:

Das Maximum der Geschwindigkeit (Minimum des Druckes) liegt da-
her bei:

z = 05717
")‘1

withrend die Geschwindigkeit Null in der duBeren Stromung erst bei
z=1. 'I/EQ erreicht wiirde. Der Ablosungspunkt liegt also hiernach

um 129, der Gesamtlinge der Grenzschicht hinter dem Druckmaximum.
Die gewonnenen Zahlen sind von Reibungskonstante und Dichte un-
abhiingig.

8. Nach der bei Prandt]l gegebenen Zeichnung (vgl Einleitung 3)
geht die Stromlinie ¢ — 0 unter einem bestimmten Winkel von der
Grenze ab. Wir berechnen diesen in folgender Weise: In der Umgebung
des Ablosungspunktes lautet die Entwicklung des in (2) gegebenen
Ausdruckes fiir ¢

v=)/E8 1@ 18- & TED P+ 5 & — B [E € — [ED D)
¥ = 0 liefert nun fiir die abzweigende Stromlinie:
o BORRD —wh T i
= T U3 3 A
oder in den nicht-reduzierten Koordinaten:
2kq1
w_—_'f] =305 V edd
Diese Formeln sind mit ziemlicher Unsicherheit behaftet, da wir erst,en.s
nur zwei Glieder der Entwicklung von ¢ berechnet haben, und weil

zweitens die hoheren Differentialquotienten, die ja auch subtilere Vor-
giinge darstellen, stets ungenauer als die fritheren berechnet werden,
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III. Entstehung der Grenzschicht und der Ablosungsstelle
beim plotzlichen Beginn der Bewegung aus der Ruhe,

1. Die beiden vorhergehenden Probleme behandelten stationire
Stromungen. Wir wenden uns nunmehr dem Problem der Entstehung
der Grenzschichten zu: Ein Zylinder von beliebigem Querschnitt werde
in einer ruhenden Fliissigkeit plotzlich in Bewegung gesetzt und von
t =0 an dauernd auf konstanter Geschwindigkeit erhalten. Zuniichst
wird sich unter der alleinigen Wirkung der durch den StoB hergestellten
Druckverteilung der Zustand der Potentialstromung einstellen; die Dicke
der Grenzschicht ist im Anfang Null, soweit iiberhaupt die plotzliche Ge-
schwindigkeitserteilung ausgefiihrt werden kann. Die Ausbildung der
Grenzschicht geschieht in erster Linie unter der Wirkung der Reibung,
sodann durch die konvectiven Glieder. Als Resultat werden wir erhalten,
daB nach einer gewissen Zeit die Ablosung an der Riickseite des Korpers
beginnt und von dort aus langsam fortschreitet. Da unsere Grund-
gleichungen sich nur auf diinne Grenzschichten beziehen, so wird
natiirlich nur der Beginn des Ablosungsprozesses von ihnen dargestellt,
ebenso wie die vorigen Probleme die Grenzschicht nur bis zur Ab-
losungsstelle betrafen.

2. Die jetzt zu benutzenden Gleichungen sind:

cu ou fu _du 7
- U= P— = U— 5
ct + a.‘L‘ + {“y gax + (:y»
_dy i o
oy dx

% steht hier der Einfachheit halber fiir i

Die Potentialstromung, die sich zuniichst einstellt, liefert uns den
Randwert @ als Funktion von 2. Da der Vorgang fiir ¢ = 0 singuliir
ist, so ist uns vorliufig die Art der Entwicklung noch unbekannt, sie
ist erst durch sukzessive Niiherung festzustellen. Den HaupteinfluB
auf die Anderungen hat zuniichst (bei kleinem f) die Reibung und wir
schreiben daher fiir die erste Niherung u,:

du *u
B YNt

ot oy*

Das Integral dieser Gleichung,

T T

geniigt unseren Bedingungen, eine fiir ¢ =0 verschwindende Grenz_—_
schicht zu liefern, und sich fiir y — co an die fuBere Stromung u, = %
anzuschlieBen. Die folgende Niherung werden wir erhalten, . indem
wir u, in die konvektiven Glieder einsetzen, withrend Zeit-_und Reibungs-
glied w = u, + u, erhiilt. Bs kommt so folgende Gleichung fiir

heraus: _
?’t‘ = xaz;:;- e ﬁg—-z- [Funktion von %.]
Nach mechanischer Ahnlichkeit geniigen wir dieser Gleichung durch

den Ansatz: R
U = tﬂ%'ﬂ’i)

der auch der Grenzbedingung u, = 0 fiir y =0 und y =o0 nicht

widerspricht. ) )
Nach weiteren Uberlegungen, die insbesondere das Eingehen von

betreffen, gelangen wir dazu, u darzustellen in eine.r Reihe nach
Potenzen von f, deren Koeffizienten Funktionen von 7 sind, also auch
noch ¢ enthalten. Von z hingen diese Funktionen auch noch ab, doch
veht diesmal z nur als Parameter in die Differentialgleichungen ein,

1 3. Als Ansatz fiir ¢ ergibt sich hiernach:

¥ =2V xt -Zt"zy(xr;)
0
e A
T eyt
L =§t*az'

und hieraus fiir die y die Differentialgleichungen:

u—1 p
o - ? O tu—1-v
B o 0% (2] ; E.- fu=1-v 0%y _ Oy 9 ku—1-
X + 294 an;‘_-i.u,—_—_‘.‘m-i “ ( on  omom 3% ant

on® on

| SO

L L _af]
fiir w — 1 tritt zur rechten Seite noch — 4u~ -

Wir beschrinken uns, wie im vorigen Abschnitt, auf die beiden
ersten Glieder und setzen:
: _gu
o=k =15z &)

so daB also: =
R L



Fiir ¢ und g erhalten wir dann die Gleichungen:
&'+ 296 =0
G+ 208 — 486 = 4(6" — Ll — 1).

Grenzbedingungen:
fiir n = 0: &=0 &L=0
=0 §i=0
fiir 5 = oo: fo=1 b =0.

4. Die Losungen obiger Differentialgleichungen, die wir auch beim
folgenden Problem brauchen werden, sind durch Quadratur zu gewinnen,
wenn die homogenen Gleichungen integriert sind. Letztere Integrale
erhielt ich durch folgende Uberlegung: Die homogenen Teile unserer
Gleichungen stammen aus dem Zeit- und Reibungsglied, die zusammen
die Wirmeleitungsgleichung

) o0*u
Sy . 13 Aa
ct ay

bilden. Von dieser Gleichung existieren, wie man aus Ahnlichkeits-
iiberlegungen erkennt, Integrale der Form:

YU, = t"fu(n}

R
g )

wobei f, der Differentialgleichung:
fo+ 2nfn —4nf, =0,

die also obige Form besitzt, Igeul'.igt.
So ist z. B. (s. 0.)

n

=] -
Sty = — ok -'fe"a dn.

Fiir y = 0 ist y=1 wemn ¢>0
o =0 wenn ¢<O0.
, ist fiir 4 = 0, d. h. fiir y = 0, proportional zu #, es muB sich

also durch Superposition von Losungen u, in folgender Form darstellen
lassen:

-3

t
) Yy = 7 (e -
Uy =N+ | ————=) " ldl, = n , (— = -—-_:)'t" taz.
.ﬂf 2 (2Vic(e— to}) AT 4 oj YolovEa—ry) © o

denn fiir y = 0 ist dies

4
= nftg“’ldto = {~,
0

Zur Auswertung dieses Integrals setzen wir ¢ — 1, =7,
0

U, = — fuo (2—:;5) J(t— Ty ldr

Fiihren wir hierin ein:

=L gli s
syEr . O ey
i 1y
b=kq T a g
1 y?
fl‘b’ﬂ é’i—cggd;,

g0 wird schlieBlich:

TR, T o P A
un—]?,;t?;’fc,(n, C’) dge d .

Ausrechnung dieser Integrale nach dem binomischen Satze und
dem frither' erwiihnten Verfahren der partiellen Integration liefert
schliefilich:

Wil
A
—1

< & 7 , =1p
f..=2:'(2'p, 'Ts-_lug'fe &

n [ n A 2""(:)
+Z 12 =D =y Tr.e‘;»'—'é;aTn}"h_l"_""'

Das andere Integral ist algebraisch und zwar gleich obigem Faktor

L

von fe"f’dn:
= - ou (n)
h 22} @p— 1)%-'- A
(1]

5. & wird hiernach in folgender Weise bestimmt:
Unter Riicksicht auf die Grenzbedingungen ist:

Y
2 ;
= 2 fe=rdn.
=1+ .uf: dy
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Hieraus durch Integration:

i

et e

Wir brauchen noch:

4

fr 2 ._,“:
§ = V" e 1.
Die zweite Differentialgleichung (zweiter Ordnung fiir §) erhiilt
dann die Form:

. 3 e e M g
;l + 21]'?1 — 4€1 = ;;fe_” ff}? == 'IE 1‘:;‘6’_"

Y

'jl i
+$|:{ fg—ﬁ‘*d?}‘}-‘_ ﬁe"rfj’g—r;’du Py _ise—s.,!_{_.%e_,}a:l‘

-

Das Integral der homogenen Gleichung fiir & ist nach (4):

!]'
fi=a@y+1) + ﬂ[?}c“?’ + (2n° + l)fe"i’d:g}

Das Integral der inhomogenen Gleichung wiire nunmehr durch
Quadratur zu erhalten. Wir konnen aber auch den Umstand verwenden,
daB durch zweimalige Differentiation die Differentialgleichung schlieB-
lich in ‘

£ + 24¢"" = Funktion von %

iibergeht, welche als Gleichung von wesentlich erster Ordnung leichter
zu integrieren ist. Es wird dann:

" = e ’.?feJr . [Funktion von %] - du.

o

Da nach zweimaliger Differentiation die eingepriigte Kraft unserer
Differentialgleichung in jedem Gliede ¢~7 enthilt, so fillt e hier-
gegen fort, und wir konnen erst {”” und schlieBlich ¢ ausintegrieren.
Denn unter den Integralen stehen nur Funktionen, die héchstens
zweimal ¢ und auBerdem Potenzen von y enthalten und die mehr-
mals zu integrieren sind, was sich nach den frither 1. 6. angegebenen
Methoden erledigen liBt. Das Resultat der sehr umfangreichen Rech-
nung lautet:

T et
G ) 1 l! 5 ]
b= ;’f‘"ﬂﬁj“dﬂ +,@r—1) _/e-n'cm] Rl et
1 4 o )
—i— V::r_ 1‘;{;— " i/x &! e ,’ﬂd'l‘i i 3;‘; e

[ e
+e@n*+1)+ B Lﬂff'ﬂ’-{— 27+ 1) /8"" d"}]

Siacr et b R e
c;’=——ﬂ-(21;'—1)c '-"'/g r.dq-{—;q] e a(h}l-—;ﬂg ]

@ 3 8 p—s
- VI: 29+ 3)e ¥+ —ne "
T

+4an+ﬁt96"f’+4nje*“’dﬁ}

DaB hier die Gleichung trotz ihrer Verwandtschaft mit obigen
stationiiren Problemen in geschlossener Form integriert werden konnte,

hat seine Ursache darin, daB ?: einfacher als ug: ist, trotzdem beide

der Ordnung des Differentialquotienten gemif , Wiirmeleitungscharakter*

besitzen. . '
Die Bestimmung von « und f aus den Grenzbedingungen § = 0

fiir =0 nnd 4 = oo liefert:

! g T

T 3mr

6. Zur Berechnung der Ablisungsstelle haben wir: -

éu 1 0 _ 0T on . 15
0=E=-gm(u§0+[t]uﬁgl) fir n=0.
Nun ist - :
” 2 o B DB
b=y ATyt

Als Bedingung fiir die Ablésungszeit [] erhalten wir:
4 0 i
1+ (1 +55) Mgz=0

Es muB also g—i_f negativ sein. Wo g.-g absolut am groBten ist, ge-

: % - -
schieht die Ablosung am frithesten. Das Resultat gilt fiir zyhndnst:he
Kérper von beliebigem Querschnitt. # ist die entsprechende Potential-
stromung.
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IV. Entstehung der Ablésungsstelle aus der Ruhe
bei gleichformig beschleunigter Bewegung.

1. Gegen die physikalischen Grundlagen des vorigen Problems kann
als Bedenken geltend gemacht werden, daB bei dem plotzlichen Stofe
der Zusammenhang der Fliissigkeit aufgehoben werden konnte. Es sei
deshalb hier die Lésung des Problems gegeben, daB von der Zeit ¢ =0
an der eingetauchte Korper konstanter Beschleunigung unterworfen sei.
Es ist dann:

= tw(z),
_Yop_ o8& 08 2
gax_85+u& u-i—iwa;

2. Aus iihnlichen Uberlegungen herans wie vorhin machen wir
fiir die Losung unserer Differentialgleichung:

’d_ga cu 1 gp au
+u, -]-tﬂ ga:c_}_

den Ansatz:

== 2}/"_3 '2"32"“12:-“(«’67});

U = §'t2'+l Z2| +-1

N =

- AL
2 Y%t
Durch Einsetzen in die Grundgleichung erhalten wir:

33121-:-: 7 423 41

oy
—ot 2y 424 4 1)

e, [319.«+1 9 24__2;-;1_6_124 gu—1 ? Zs,,.u]
Z dxcy ox on® 2

fiir 2 = O tritt zur rechten Seite — 4w, fiir 2 — 1 tritt — 4?1}?—1—; hinzu.

. Auch hier beschriinken wir die Ausrechnung des Zustandes auf
die beiden ersten Glieder, wobei zu erwihnen ist, daB durch diese

beiden Glieder auch gerade die beiden Glieder des Druckes w -+ 2w aw

beriicksichtigt sind. Die eingepriigte Kraft der niichsten Gletchungen
enthiilt nur noch frithere Entwicklungskoeffizienten. Fiir die SchluB-
gleichung, die uns die Ablgsungsstelle liefert, werden wir jedoch auch

2 0e

noch den Koeffizienten des niichsten Gliedes berechnen. Fir z, und y,
konnen wir die Abhiingigkeit von z in folgender Weise einfiihren:

ow
n=wbh(), 1=wzz&M)

Die Differentialgleichungen fiir die { sind dann:

a - -!-"123 i — 4%2:—4,

284355 - 10— s 4R -0 50)

Grenzbedingungen:
oL,
fiir y = 0: t=0, gn"__-o u="0
('as O o v == 0’
&= 0, an i

&

fiir g =oo: e il %”1? =0 aus u = tw.

3. Nach den in III (4) angegebenen allgemeinen Losungen des vor-

a§
liegenden Typus von Differentialgleichungen konnen wir '3711 sofort

hinschreiben, da das inhomogene Glied — 4 durch aag'] =1 erledigt

wird. & erhalten wir durch Integration nach den schon mehrfach an-
gewandten Methoden (16):

—

i
LEe 4 A .__.,;‘X
g?;s _,F—&-{—?q/e ad?;ﬁ,

1 ]/:z d
22 a{:] = _‘.! i 9 d
on 1+V’== [ne +L+ n)jr n} o
20
2 ¥
\ §1=7?+3‘VHI—L'1+(1+’?)'3”
\ : =
\ Fig. 8. +(31;+2—q3)f"r’d1}J-
; Lz :
i & Diese Funktionen sind in nebenstehen-
% der Figur quantitativ gezeichnet. Eine
- \ Tabelle der Werte befindet sich weiter
5 unten (6.). Die eingepriigte Kraft auf
/ der rechten Seite der zweiten Gleichung
a5 05 7 7 ist hiernach:



3 fe“'r’d G e ‘:41;fe"’f d’?+2€_”J

ﬂ[(—2+ nt)e 20 4 (—4q -!-4173)6"7'/3*': dy

oo

4. Die Integration der zweiten Gleichung gelingt auch hier in
geschlossener Form nach denselben Methoden, die in III 5 zum Ziele
fithrten. Speziell fiir den in e— % qnadratlschen Teil der eingepriigten
Kraft ist ein Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten:

(@+bn*+ ent)e— 27 ,

+ (@n + e+ f?f‘)"’*”,,jr”:dﬂ

+ (3 +49Y

2

+ (9 + kn*+ it + ko) {fe_ " dy

empfehlenswert. Dieser Ansatz versagt, wenn die eingepriigte Kraft

Glieder enthilt, die iiber 7fe—27, 4 r’f’jﬁ"n‘dq, lJe—'f’dq}

hinausgehen (vgl. IIT 5). Die Koeffizienten sind aus linearen Gleichungen

zu bestimmen. Leichter sind die iibrigen Anteile von ff: zu herechnen.
3

&, und g ¢+ ergeben sich dann durch Integration und Differentiation.

Als Resultat erhalten wir schlieBlich, wenn auch noch die Integrations-
konstanten richtig bestimmt werden:

a=g, ) 4 " "
o T sy 157zfe_ dy

+ 2+ 2
+A+25+ 80;4)rﬂ’fe—'€'drg

@

+ (67 + 894*+ 895 {je—:r:*dnH

1 5 vl 16 s 4 5
+5(6V«' *5]/“.,)[(16-1—36:; +8q)e—:
+ (607 -+ 804 +- 16q;6)J'e— ” d'q],

31 —

a;ﬂ .‘P
-2 [era
- f v
16 e
—isz[r‘ i Q”JF'F d"]

+ @+t 2o

+ 240+ 8n'+ 8 e fe_'*’dw

.
*x

2
+ (— 9 + 187*+ 127 + 87°) Lfe‘*‘dn} }
IRt
+ (154 9074+ 607+ 87°) /1 r’fd?z]
%

und hieraus durch Integration:

~15% [ﬂﬂ‘"“r 1+ 2?:*) “"‘2‘”}

y

— a2
e [(49’? + 119® 4 10y%) e=*7 4 768‘! -
+ (— 53T + 19852 + 647 + 4019) e—v"fe-u2 dn

I:
+ (— 8157 + 210%® + 844° + 4077 {J'e—*ﬁ dnﬂ

1 5 16 6 y
L i ; + 877 4 409* + 495 e
105 (5 V= 4.—>]/ ) [(24 v i )

+ (1057 4 2107° 4 847° + 81;?)./ o d,}]

128 128 9. )
ey (1575]/:?3 * 10 1052z 14Y=
Diese drei Funktionen sind in umstehender Figur ge:zeiehnet,
sie geniigen streng den Differentialgleichungen und Grenzbedingungen
fiir die Entwicklungskoeffizienten y.



5. Die Bedingung fiir die Ablbsungsstelle hat die Form:
_ e AR g dw 3%t
O__(é‘v) :_'V ¥ [m] ta:.c En]
wobei sich aus obigen Formeln ergibt:

3‘;, 4 it T | 256

ot Yz o' 1Yz ey

Wir wiirden also folgende Gleichung fiir die Ablosungszeit [¢]
avu) erhalten:

\\ 1+ (3(11 :25::) [t]e 3“ =0,

\ Das niichste Glied in der Ablosungsglelchung p '—-() wiirde

lauten: DV”tﬁ -aaz,“, und um dieses noch berﬁcksmhtlgen zu
Ep et kénnen, wollen wir zwar

¥ig. 5. nicht den ganzen Verlauf
von y., aber doch den
Koeffizienten in dieser
Ablbsungsgleichung  be-

.5

£ 13T

S e T = ——>7 rechnen.

Ee Das Entwicklungs-
glied y; geniigt der Glei-
chung:

%75 02; O _ 4[01 010 _ om % 0 0z 01,8
on’ GRE 5y 29 on = on oxdn oz on°® ' on éxzon oz oy :'

Das Emgehen von z in y, und g ist bekannt, und durch Ausrechnen
der rechten Seite iiberzeugt man sich, daB z, die Form:

ow

erhilt. = (55) & + vt Sk,

Wir erhalten als Bedingung der Ablosung, da sich fw (s. oben)
heraushebt'

IR < IR R o

G

6. Zu leisten ist noch die Berechnung der Koeffizienten [%:!:’
und [8 c“'} .

Fiir g haben wir die Differentialgleichung:

_a_ & a _g;_s -z agg- ?gt fgs EI’E,
i Gt — 20 G e8GRy M

=[(n)

45'5

= lag
und die Grenzbedingungen:
0% g
&=0, —~—=0 fiir = 0 vé:;-furq=oo.
Die eingepriigte Kraft f(n) ist aus den oben angeschriebenen Funk-
tionen bekannt. Den gesuchten Koeffizienten [g;f;] berechnen wir

n=0
nach dem Greenschen Verfahren in folgender Weise:

0°¢ 35 0%s i L %7°
Ja s+ 2058 — 20 )dv} [a - 6ﬂ0n+2’?&3nl

3;,. a*9 and
+ ) G G — 2% —208)dn
0

Lassen wir nun & der adjungierten Differentialgleichung:
=2 2290
on’

und den Greuzbedmgungen:

b #O0)=—1 (cc)=0
| .
geniigen, so erhalten wir: . =
[?—Ef] =fa-.f.g,3
d?l =0
Fig. 1. 0
1 025 950 10 f(n) ist schon oben

: W’/ % angegeben; der Ein-
; flubkoeffizient &
(Greensche Funk-
tion) ergibt sich durch Integration seiner Differential-
gleichung zu:
O - s [(289513 + 52803 + 28525 + 35297 + 1647)
945 Yz

=03

n
+(945+9450 7%+ 1260074+ 50407+ 720754 32 50)7" [' e"f’dn:l.

Der Verlauf von & findet sich auf Fig. 10, ebenso das
Produkt & - . Der Fliicheninhalt dieser letzten Kurve liefert
den gesuchten Koeffizienten.

54 ) ] ;
Ebenso haben wir zur Berechnung von [0 g‘;‘!l:o die Gleichungen:

B acb,. [351 0% _ %f'] =g(n)

a_gaa — J .d
ont 1,:0 j& g-an




# -g ist den unten angegebenen Werten nach auf Fig. 10 ge-
zeichnet.
Die berechneten Werte sind folgende:

n 0 0,25 0,50 1,00 1,50 o
& 0 0,061 0,211 0,638 = n—0,376
% 0 0,450 0,720 0,943 i 1
an -
2
311:;' 2.26 1,396 0,799 0,201 0,085 0
fot 0 0,022 0,060 0,115 — 0,188
f?,é 0 0,137 0,150 0,020 — 0
on
4
37;:’ 0,964 0,231 — 0,092 — 0,156 — 0,05 0
fin) 0 0,315 0,750 0,457 — 0
& () —1 LT — 0,112 — 0,018 ol 0
&.f 0 — 0,103 — 0,084 — 0,008 = 0
gln) 0 0,124 0,240  — 0,016 . 0
&g 0 — 0,041 — 0,027 0,0003 = 0

|
Der Flicheninhalt der beiden Kurven ist ungefiihr:

_?_’9.-1 = — 0,058 ‘f"’.’?—ﬂ,a]qu —0,023.

on®ly= an
7. Als Ablosungsgleichung erhalten wir daher:
g 0w S0 AT L o
=i 1 am(l&‘{/ﬂ 22.-';}/;;) 4] ( ) - 0,058 — [#]*u -0,023 = 0

oder

140427 - [£22° — 0,026 - [f]*(a“’) — 001 [tfw % =0.

Da das neu hinzutretende Korrektionsglied sogar negativ ist, so scheint
die Existenz der Nullstelle sicher zu sein.

Die Lage und Zeit der Ablosung folgt nach der friiheren Niherung
(ohne das zuletzt noch berechnete Glied) zu:

[qa dw

S —— 34,
Mit der neu berechneten Korrektion erhalten wir fiir den Fall
eines zur Stromrichtung symmetrischen Zylinders, wo fiir den hinteren

Punkt, in dem die Ablosung beginnt, w ;::f =0 ist:
(1222 = —2,08.

Also ungefihr 10°; Fehler. Hiernach liBt sich die Giite der An-
nitherung wohl auch bei den anderen Problemen, bei denen wir nur
die ersten beiden Potenzen mitgenommen haben, beurteilen.

V. Anwendung der Resultate der Abldsungsprobleme
auf den Kreiszylinder,

1. Beim Kreiszylinder ist:

— . i

U = QVSID It'

; sei als reduzierte Koordinate X genannt, V ist die Geschwindig-

keit, mit der die parallele Stromung nach rechts flieBt, bez. der Zylinder
nach links bewegt wird.

Im stationiiven Fall tritt

nach II(7) die Ablosung ein bei s

Zans = 0,65 ]/gﬂ, dss Maxi-

1

mum der Geschwindigkeit
liegt bei: s
& Max = 0,577]/?2
el
wobei:
= g2 — ,2°
Nimmt man die gewohnliche

Potenzentwicklung des Sinus,
2V 2V

so wird QOZ'E! g1=6_1?s
Lapl. = 159 4 R, X_M,; = 911/40.; Liax = 1,41 & .R, XM“ = 81°%

Nihert man dagegen den Sinus im Intervall 0 — x nach der Methode
der kleinsten Quadrate an, so wird:

Fig, 11.

2V E 2V
o= - 0856, g — - 0,093
Lapl = 1,9? . R, XJ\N = 113“
IMax = 1,75 . R 3 XMu = 1010.

Jedenfalls liegt der Ablosungspunkt nach unserer Rechnung um 11—12%,
des ganzen Weges der Grenzschicht hinter dem Maximum der Ge-
schwindigkeit. Auf Genauigkeit macht diese Angabe freilich keinen
Anspruch, da nur die beiden ersten Potenzen von z beriicksichtigt sind.
Auferdem zeigen experimentelle Aufnahmen des Druckgefilles, daB

der Zustand in der Nihe der Ablosung iiberhaupt schwerlich durch
3‘
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Entwicklung vom Anfangspunkt der Grenzschicht aus erreichbar ist,
da er zu stark durch die Druckverteilung der Wirbelkorper hinter
dem Zylinder beeinfluBt ist. Vorstehende Rechnungen haben daher
lediglich den Zweck, zu zeigen, daB tatsiichlich durch die hydrodyna-
mischen Gleichungen Ablosung geliefert wird. Die weitere Ausbildung
der Rechenmethoden, insbesondere fiir die wichtigeren Probleme der
Rotationskérper, verspricht daher Erfolg.

2. Wird der Zylinder mit konstanter Geschwindigkeit plstalich in
Bewegung gesetat, so ist:

#=2Vsin X 23 = %—.:,;cos X.
Die Ablosungszeit [£] ist nach III (6) gegeben durch:
4 .0
(1+ 5o) [l5s = —1

[f] = — 0,852

Veos X
Die Ablosung beginnt bei X — x, cos X — — 1 zur Zeit:
fy=035%.

Der Zylinder hat also bis dahin einen Weg
S=Vit=035-R
zurtickgelegt. Alles dies ist von Geschwindigkeit, Dichte, Reibungs-

koeffizient unabhiingig (natiirlich kleine Reibung vorausgesett).
3. Bei konstanter Beschleunigung ist:

= tw(r) = 2Vtsi.u;

wo jetzt V' die Beschleunigung des Zylinders in der Stromung ist.
Die Ablosungszeit ist (IV 7) fir den Beginn der Abldsung:

[£]* g% =—234 bez. =—208

oder:

[(P=— L1752 ber. —=—104-

Vom Zylinder zuriickgelegter Weg:
S=3Ve
beim Beginn der Ablésung (X = x)
S=059-R bez. =052-R.

e el o S

4. Wir berechnen noch den Widerstand, den bei konstanter Be-
schleunigung der Zylinder erfihrt. — Die Spannungskomponenten sind:

-

S 9% 97
b p+ukay

- (0% , 8»

X, = k(g + 5a):
Infolge der Kleinheit der Reibung fallen ?y und g—;: gegen g—'—; fort,
und es bleibt als Kraft in Richtung der #uBeren Stromung:

n

K=2-Bf(peosx+ k2% sinX) - RaX

.

wobei B die Breite der Schicht (Hohe des eingetauchten Zylinder-
teiles) ist.
Den Anteil des Druckes berechnen wir so:

Foi = 233/}; o XA X = — QBRﬂ—z sin Xd X
; ;

Nun ist:
0 0 _ou :
—E}ml:g(a—-f-u%) = tw
=9(w+tgwgz’) w=2VsinX.

Das zweite Glied fillt bei der Integration fort, das erste liefert:
Kpruex = 23’9 BR*V

also eine Vermehrung der Triigheit um den doppelten Betrag der ver-
dringten Fliissigkeit. Der Anteil der Reibung ist,

5 SkBR [, &t wdt)
E.Reibn_ng =t EVu_tf(tw 'an',' + P 6_:.\':3‘_1]’) sin Xd.X.
0

: : o*
Hierbei war » = kfp. Auch hier fillt das zweite Glied fort, denn a—f}

and _é;;:: sind ja nur Konstanten, und wir erhalten:
.Knaﬂmng - 4Vﬂ@kt .B.RV

5. Um ein Bild von den Stromungsverhiiltnissen zu geben, die
unseren Formeln entsprechen, sollen zum SchluB fiir ein bestimmtes



il

Bewegungsstadium des gleichformig beschleunigten Zylinders die Strom-
kurven gezeichnet werden. Die Parameter R, ¥V, z sind willkiirlich, wir
miissen daher fiir z, y, £, ¥, u reduzierte GroBen einfithren, so daB R, V, x
ans unseren Formeln herausfallen. Dies geschieht durch:

z=RBX, =)/ Er, y-|/2y,
v =VR%V W, u=VYRVU,
wodurch aus den Formeln (vergl. IV 2 und V 3):

v=2Vathw (s +2308),

— 10 (P& o 0w D},
T tm(a’T + ¢ e 31-;-),
e
1 2Vt

w =2V sin %,

dw Vit x
- el
¢ ox 2 R COSR

folgende reduzierte (ileichungen entstehen:
T=4T"sinX - (§ + 2T%cos X - &)

U=2TsnX- (g—?’;; 4+ 271%cos X - %%),
= }—
aus denen wir zuniichst fiir eine feste Zeit 7' fiir eine Reihe von
Koordinatenwerten X die Kurve ¥ als Funktion von ¥ — 2VT -y
konstruieren miissen, um dann die Lage der Werte ¥ — const aus
diesen Kurven ablesen zu kimnen. In Fig. 12 ist der Zylinder von
X ==2/2 bis X =x gezeichnet. Die Ablosungszeit ist gegeben
durch 27 cos X — — 2,34, also der Beginn der Ablésung durch
7 =1,08. In nebenstehender Figur ist 27%* =5, also 7' =158 ge-
withlt. Fiir die gewiihlte Zeit ist der Ablssungspunkt bereits bis iiber
60° am Zylinder fortgeschritten, trotzdem ist die Grenzschicht moch
ziemlich diinn, die GriBenverhiiltnisse entsprechen den Werten R = 10 em,

x=10,01 % (Wasser), ¥=0,1 S%I]f,, also einer sehr kleinen Beschleunigung.

Hiernach ist dann: ¢ = 15,8 sek.

Fig. 12.

Fir V= 10 AS]::* erhielte man nach obigen Reduktionsformeln vor-
stehendes Bild nach 1,58 sek. Die Dicke der Grenzschicht wiire im

Verhiiltnis 1:)/10 verkleinert,

——— i ——



