第五章 資產報酬率與風險                     
      由於大部分投資計劃各年度總現金流量都有不同程度的風險，存在風險時，投資決策就必須考慮風險對資本成本的影響。第五章將先檢視資本市場中重要金融資產報酬率時間序列所呈現的典型現象（stylized facts）：資產風險愈高，平均報酬率亦愈高。亦即，資產報酬率時間序列符合「高風險、高報酬」的概念。其次，若以報酬率標準誤（standard deviation）衡量資產風險，則個別資產報酬率風險較投資組合（portfolio）報酬率風險為高。亦即，資產報酬率時間序列符合「分散持有可降低風險」的概念。最後，本章還將介紹投資組合報酬率標準誤如何受到分散持有的影響。
第六章將討論個別資產預期報酬率與風險的關係，亦即，個別資產如何訂價的問題。說明這兩者關係最基本模型就是資本資產定價模型 (Capital Asset Pricing Model，以CAPM簡記) 模型背後最核心概念在於：市場投資者若可自由選擇資產，市場投資者應先了解哪些因素決定投資組合預期報酬率或資產價格？若個別資產風險中有部份的風險可透過分散持有而消除，且持有任何資產無須支付交易成本，則可透過分散持有而消除的風險就無任何價值，該個別資產預期報酬率就不應由此類風險所決定（稱之為獨特風險(unique risk)）。而個別資產預期報酬率應由該資產的無法藉由分數持有所消除的風險(稱之為市場風險(market risk))所決定。
 初學者大都感覺以下兩章是財務管理最難懂的部分。為加強學習效果，進入第五章討論前，先將重要結果簡述如下：

· 第五章以資產報酬率標準誤（或變異數）衡量該資產的風險。一旦投資者持有由不同資產所形成的投資組合時，由於分散持有可降低風險，投資人此時所關心的是投資組合的市場風險，故充份分數持有情形下，投資組合報酬率標準誤（或變異數）決定於個別資產中無法透過分散持有而消除的市場風險，第六章將以β值來表示允許充分分散持有情形下，個別資產市場風險相對大小。舉例說，當某一家公司股票報酬率會隨充分分散持有情形下的投資組合報酬率下降而上升（下降），則這家公司的β值為負（正）。由於投資組合報酬率和這家公司股票報酬率呈反向（同向）變動，增加（減少）該公司股票持有比重會抵銷部分投資組合報酬率的波動而讓投資組合風險變小。

· 市場投資者之所以願意持有某特定風險性資產，必然是該資產預期報酬率高到足以補償因持有該資產所承擔的風險。第六章將導出風險性資產預期報酬率與其市場風險相對值（β值）存在以下的關係：
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      個別資產預期報酬率=無風險資產報酬率+

[image: image2.wmf]´

b

(市場投資組合預期報酬率-無風險資產報酬率)

式中市場投資組合（market portfolio）係指資本市場處於均衡狀態時，符合效率準則的投資組合。市場投資投資組合預期報酬率與無風險資產報酬率之差稱為市場投資組合的風險溢酬 (risk premium)，個別資產預期報酬率的風險溢酬則決定於該資產的市場風險(以β衡量)，以及市場投資組合的風險溢酬。由於市場投資組合預期報酬率大於無風險資產報酬率，所以，β值愈大表示這個資產報酬率變動相較於市場投資組合報酬率變動方向相同但幅度較大。換句話說，依上述關係來看，個別資產風險較市場投資組合為大（β＞1）時，該項個別資產預期報酬率自會較市場投資組合預期報酬率為大。上述關係式就是財務管理中最常被提及的資本資產定價模型。

  1. 資產報酬率的統計特性

       資本市場中資產報酬率上下波動變化很大。利用資產報酬率變異數（variance）或標準誤（standard deviation）呈現資產報酬率變異程度的特質，除了資產報酬率波動的變異程度外，本節將以特定期間（如：1991~2000年期間或2000年）報酬率平均值來衡量資產報酬率的高低。
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分別是第1期到第T期個別資產報酬率的觀察值，T為觀察樣本數，則資產報酬率的算術平均值（以
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表示）為：
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例子：
           假設ABC銀行股票在20X1年下半年各月份的報酬率分別為20.92%， 0.00%，12.43%， -14.42%， 2.92% 以及 7.69%，請算出20X1年下半年該銀行股票的平均報酬率：
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             = 4.92%

至於如何正確衡量資產報酬率的風險目前尚無定論。實務上，若某一資產報酬率波動變異程度很大，表示持有這個資產的實際報酬率會有很高和很低的可能。持有這個資產的風險自然較大。依此概念，本書以衡量隨機變數離散程度的變異數或標準誤做為衡量風險的指標。首先，變異數(以
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或Var表示)的公式為：

            σ² = 
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  而標準誤則為0。
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例子：


假設ABC公司股票在20X1年各季的報酬率分別為11.62%，37.49%，43.61%以及-8.42%。請算出ABC公司股票20X1年季報酬率的變異數以及標準誤：

       
          
[image: image11.wmf]2

s

 = 
[image: image12.wmf]4

1


[image: image13.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

+

-

+

-

+

-

2

2

2

2

%)

08

.

21

%

4

.

8

(

%)

08

.

21

%

61

.

43

(

%)

08

.

21

%

49

.

37

(

%)

08

.

21

%

62

.

11

(


              = 4.34%
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        式中21.08%為ABC公司20X1年各季報酬率的平均值。
2. 美國重要金融性資產統計特性

由於美國的資本市場發展較早，市場中交易的金融性資產種類極多，現以美國幾種重要金融資產的時間序列資料說明金融性資產共同的統計特性。【圖5-1】為1926年到1997年間美國公司股票分為大型公司股票（Large-company stocks）以及小型公司股票（Small-company stocks），長期公司債（Long-term corporate Bonds），聯邦政府中長期公債（Intermediate and Long-Term Government Bonds）以及財政部所發行的國庫券（Treasury Bills）等金融性資產年平均報酬率以及年平均物價膨脹率的走勢圖。其中，美國聯邦政府中長期公債的平均報酬率波動幅度最小，各國政府為平衡預算歲出歲入差短（即財政赤字），常發行中長期公債做為彌補預算收支差短的財源。此外，美國聯邦政府財政部每週亦定期發行類似我國國庫券的一年期以下的公債，稱為Treasury Bills (T-bills)。T-bills以零息債券型式發行，到期期限不超過一年。由於美國聯邦政府擁有課稅權及印鈔權，其所發行的T-bills違約風險（default risk）幾不存在，故T-bills的報酬率常被視為短期無風險資產的報酬率。股票和其他風險性資產預期報酬率與T-bills報酬率間的差就是這些風險性資產的超額報酬率。存在超額報酬率顯示持有股票或其他金融性資產都具有不同程度的風險，這些風險資產報酬率必須較無風險資產報酬率為高以為補償，故超額報酬率亦稱為風險溢酬（risk premium）。

【圖5-1】美國重要金融性資產報酬率走勢圖

[image: image16.wmf]year-by-year

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

220

1926

1931

1936

1941

1946

1951

1956

1961

1966

1971

1976

1981

1986

1991

1996

year

Inflation

U.S Treasury Bills

Intermediate Term Government Bonds

Long-Term Government Bonds

Long-Term Corporate Bonds

Small-Company Stocks

Large-Company Stocks


【表5-1】 為【圖5-1】中各種金融性資產報酬率的統計表。表中，資產報酬率平均值和標準誤分別是用上述平均數及變異數公式算出。若以各金融性資產年平均報酬率和T-bills年平均報酬率相比，可算出風險性金融資產的風險溢酬。舉例說，在1926-1997年間，美國股票的風險溢酬平均值為9.2%（13.0%-3.8%），顯示1926-1997這段期間，股票報酬率要比T-bills的報酬率要高出將近3.5倍（13.0﹪/3.8﹪=3.42）。

表5-1  1962-1997 美國重要金融性資產報酬率統計性質
	股票
長期公司債
長期政府公債
中期政府公債
T-bills
物價膨脹率

	平均報酬率
13.0%
6.1%
5.6%
5.4%
3.8%
3.2%

	風險溢酬
9.2%
2.3%
1.8%
1.6%

	標準誤
20.3%
8.7%
9.2%
5.7%
3.2%
4.5%

	資料來源：Stocks, Bonds, Bills and Inflation：1998 Year book。


縱使持有股票的風險溢酬如此的高，為何投資者還是願意持有T-bills？難道T-bills持有者不知道持有股票的預期報酬率要比持有T-bills的報酬率平均要高出9.2 %？此正是財務管理所要了解的。若我們比較【圖5-1】中股票報酬率和T-bills報酬率走勢，可清楚看出股票報酬率的波動幅度較大，由【表5-1】可知：T-bills報酬率標準誤（3.2%）要比同期股票報酬率的標準誤（20.3%）來得小，顯示持有T-bills的風險較持有股票為小。事實上，美國股票報酬率的標準誤（20.3%）亦較長期公司債（8.7%）、長期政府公債（9.2%）為高。由於幾乎不可能會有一家公司其所面對的企業營運風險在35年間不會有任何改變，以標準誤的公式算出同一樣本期間內美國個別公司股票報酬率的標準誤可能沒有太多的參考價值。為說明「分散持有可降低風險」的概念，現選取10家較著名的美國股票上市公司並計算這些公司在1989-1994年期間股票報酬率的標準誤（請見【表5-2】）：


表5-2：1989-1994年美國10家公司股票報酬率標準誤
公司名稱            標準誤（%）      公司名稱         標準誤（%）


AT&T                 21.4            Exxon              12.1

Biogen                51.5             Ford               28.0

Bristol-Myers Squibb    18.6             G.E.               19.6

Coca-Cola             21.6             McDonald’s         21.7

Compaq               43.5             Microsoft           53.6
表5-2中，個別公司股票報酬率標準誤大都較美國股市整體報酬率標準誤（20.3%）來得高，其中只有Exxon石油公司股票報酬率的標準誤（12.1%）低於20.3%水準，而G.E.及Bristol-Myers Squibb製藥公司股票報酬率雖低於20.3%，但差異不大。其餘的個別股票報酬率標準誤都比股市整體報酬率標準誤為高。由於美國紐約證券交易所股價指數可視為個別公司股價的加權指數，為何以紐約證券交易所股價指數所算出股市整體報酬率標準誤會低於個別公司股票報酬率的標準誤？答案很簡單：分散持有可以降低風險。本章將說明只要不同股票的報酬率變動方向不完全相同，分散持有就會讓不同股票報酬率變動產生相互抵銷的作用。由【圖5-1】以及【圖5-2】可歸納出美國重要金融資產時間序列以下三個典型現象：

· 金融性資產報酬率雖呈現不同程度的波動，但變化型態類似。

· 金融資產預期報酬率和其報酬率標準誤呈現正相關，亦即這些時間序列的統計特性符合「高風險，高報酬」的概念。

· 個別金融性資產報酬率標準誤大於投資組合報酬率的標準誤，亦即這些時間序列的統計特性符合「分散持有降低風險」的概念。

 3. 不同資產報酬率間共變異數之計算

       當投資者只持有一種資產，則該資產平均報酬率可做為持有該資產的預期報酬率的推估值，而報酬率變異數（或標準誤）可用於衡量持有該資產的風險。當投資者不只持有一種金融資產時，以個別資產預期報酬率的加權平均值衡量投資組合報酬率的概念不變，但投資組合報酬率標準誤是否仍是該投資組合中個別資產報酬率標準誤的加權平均值？若投資組合的風險只由投資組合中個別資產持有比重以及個別資產的風險所決定，這種衡量投資組合風險的方法就忽略了不同資產報酬率間的連動關係。舉例說，兩種資產間報酬率若呈反向變動，則同時持有這些資產應有助於降低投資組合的風險。
本節將進一步說明縱使不同資產間報酬率呈同向變動，只要不是完全正相關（即這兩種資產不視為相同資產），同時持有這些資產亦有降低投資組合風險的效果。由於個別資產間報酬率變動呈同向變動或呈反向變動，這些統計關連可能是反映景氣波動或國際經濟因素，它們才是市場投資者所關心。當市場投資者持有投資組合而非個別資產，她所關心的應是無法透過分散持有所消除風險的影響。本章將說明，個別資產間報酬率共變異數（covariance）而非個別資產報酬率變異數才是衡量已充分持有後投資組合風險較恰當的指標。

景氣波動對個別廠商的營運會有不同的影響，此項影響會表現在個別公司股票報酬率的波動上。由於公司股票報酬率都受到景氣波動 (cyclical fluctuations)不同程度的影響，它們之間就會存在強弱不同的關連。為說明這種關連，假設景氣波動可分為四種狀態：谷底（trough）、景氣收縮（contraction）、景氣擴張（expansion）以及高峰（peak），且每一種狀態發生的機率相同。在四種不同景氣狀態下，這兩家公司股票報酬率為


不同狀態下股票報酬率           A公司              B公司


谷底   (i=1)                    - 20%                   5%
高峰   (i=2)                     50%                   9%
景氣擴張 (i=3)                     30%                 - 12%
景氣衰退 (i=4)                     10%                  20%
首先計算這兩家公司股票平均報酬率：
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   A公司股票預期報酬率較B公司股票預期報酬率為高。接下來，計算這兩家公司股票報酬率的變異數：
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變異數及標準誤都是衡量隨機變數離散度。由於變異數以平方和型式表現較難解釋，實際應用上多以資產報酬率標準誤衡量風險：
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持有A公司股票的風險（25.86％）較持有B公司股票的風險（11.5％）為高。若市場投資者投資選擇對象不再是個別資產而是不同資產所形成的投資組合時，她所關心的投資組合風險，其影響因素有：資產持有比重，個別資產的風險以及不同資產報酬率間變動的關連程度。也就是說，市場投資者除了要關心個別資產風險及持有比重，也要關心該投資組合中個別資產報酬率間的相關程度。統計學上，共變異數衡量兩個隨機變數關連程度。舉例說，隨機變數rA與rB共變異數（以
[image: image23.wmf]AB
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表示）為
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   式中
[image: image25.wmf]A

r

和
[image: image26.wmf]B

r

分別是隨機變數
[image: image27.wmf]A

r

和
[image: image28.wmf]B
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的期望值。變異數是衡量單一隨機變數可能實現值的變異程度，共變異數則是衡量兩個隨機變數變動的統計相關程度。
        舉例說，狀態ί下，若A公司股票報酬率rA(i)高於(低於)其平均值(
[image: image29.wmf]A

r

)，B公司股票的報酬率rB(i)則低於 (高於) 其平均值（
[image: image30.wmf]B

r

），表示這兩家公司股票在狀態ί下，報酬率呈現反向變動關係。若大部分狀態下，這兩家公司股票報酬率呈反向變動關係，則這兩家公司股票報酬率共變異數值應為負值。若大部分狀態下，這兩家公司股票報酬率呈同向變動關係，則其報酬率共異變數應為正值。若這兩家公司股票報酬率變動方向並未出現任何特定類型 (即同向變動和反向變動出現機會相近)，由共變異數定義式中，（rA(ί) - rA）（rB(ί) - rB）值有正有負相互抵消使其平均值接近於零，此時共變異數應接近為零。


      例子（續前例）：

          假設A, B公司股票的平均報酬率分別是17.5% 以及5.5%，而報酬率標準誤分別為25.86% 以及11.5%。若要計算這兩家公司股票報酬率共變異數，則還需要以下兩個步驟：
步驟一：先計算四種景氣狀態下，這兩家公司股票報酬率的離散值相乘積。舉例說，谷底（i=1）時，A公司股票報酬率離散值為 -0.375（=-0.20-0.175），B公司股票報酬率離散值則為-0.005(=0.05-0.055)。接下來，就可算出谷底狀態下，這兩家公司股票報酬率變動相關程度：

                      0.001875 = -0.375×-0.005。
式中所用的公式為（
[image: image31.wmf])
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為狀態1下，A公司及B公司的股票報酬率。

步驟二：對步驟一所算出的不同狀態下，這兩家公司股票報酬率變動的關連性，加總後取其平均數就可以得到共變異數：
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式中4為景氣狀態的個數。我們可利用變異數公式算出
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共變異數值為負顯示這兩家公司股票報酬率變動呈現反向關係。

由於不同變數所用的衡量單位並不相同，較難賦予共變異數明確的意涵。為了解決衡量單位的問題，另一個與共變異數概念相似但無衡量單位問題是相關係數(correlation coefficient，以
[image: image37.wmf]AB
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表示)：
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相關係數與共變異數一樣，相關係數中隨機變數順序不重要。亦即，
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和
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的相關係數等於
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和
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的相關係數：
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。此外，由於
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的正負號和
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值為正，則
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變動呈現正相關（
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值為負，則
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和
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變動呈現負相關。而[image: image55.wmf]AB
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= 0表示兩者無關。最後，我們還可證明[image: image56.wmf]AB
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的值最大不會超過1，最小亦不會小於-1：-1 ≤[image: image57.wmf]AB
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 ≤ 1。下圖表示隨機變數
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和
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變動相關程度的三種最基本類型。
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4. 投資組合的報酬與風險

     市場投資者可利用個別資產報酬率時間序列資料估計資產報酬率平均數、標準誤以及與不同資產間報酬率的相關係數。有了這些估計值，這個投資者應如何選出最佳的投資組合？首先，投資者必須知道可供選擇的投資組合有哪些？投資者篩選可供選擇的投資組合時，篩選準則應是預期報酬率最高或是報酬率標準誤最低？或還有其他篩選準則？本書使用篩選準則為效率原則（efficiency criterion）：給定風險值下，投資者選擇預期報酬率最大的投資組合或在給定預期報酬率水準下，投資者選擇風險最小的投資組合。所有符合效率原則的投資組合所形成集合，稱為效率前緣（efficiency frontier）。由於投資組合係由不同持有比重的個別資產所組成的，選擇最適投資組合時，就必須考量到以下兩種關係：

· 個別資產預期報酬率和投資組合預期報酬率間的關係。

· 投資組合報酬率標準誤與個別資產報酬率標準誤及個別資產報酬率間  

  相關係數間的關係。

  4.1 投資組合預期報酬率   

  假設投資者只考慮持有A及B兩種資產，其預期報酬率分別為
[image: image60.wmf]A

r

及
[image: image61.wmf]B

r

，持有比重分別為α以及1-α。這個投資者選擇投資持有比重前，要先算出投資組合的預期報酬率及風險。以
[image: image62.wmf]A
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和
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分別表示資產A和B的報酬率，則投資組合報酬率為
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。亦即，
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為
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和
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的加權平均數。由於投資組合報酬率公式可算出投資組合預期報酬率（
[image: image68.wmf]P
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）：
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    亦即，投資組合預期報酬率為個別資產預期報酬率的加權平均數，其權數為個別資產持有比重。若資產A和B預期報酬率相同（
[image: image70.wmf]B
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），投資組合的預期報酬率（
[image: image71.wmf]P

r

）等於資產A及資產B預期報酬率，不受持有比重影響。換句話說，個別資產既然有相同的預期報酬率，投資者不會因改變持有個別資產的比重就會影響到投資組合的預期報酬率。

      例子：

         朱一手中有現金100萬元，打算以60萬元購買公司A股票，其餘現金則用於購買公司B股票。依朱一估算，公司A和公司B股票預期報酬率分別是15%及21%。朱一所持有投資組合的預期報酬率應為多少？

          依投資組合預期報酬率公式（式（1）），投資組合預期報酬率為
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4.2 投資組合報酬率變異數
        朱一所擁有投資組合的風險應如何計算？假設朱一以公司A及公司B報酬率的時間序列資料算出公司A和公司B股票報酬率標準誤分別是18.6%以及28%。依投資組合預期報酬率的公式(式(1))，我們或許直覺地認為投資組合報酬率的標準誤應為個別股票報酬率標準誤的加權平均值：
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接下來，將說明除非這兩家公司的股票報酬率變動方向完全一致（
[image: image74.wmf]1

=

AB

r

），不然上式不是計算投資組合報酬率標準誤正確的公式。
[image: image75.wmf]1
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表示AB兩種資產可視為相同資產。既然持有兩種相同的資產，分散持有將無法降低投資組合的風險，所以，
[image: image76.wmf]s

而可視為此投資組合可能出現的最大風險值，只要投資組合中不同資產報酬率變異程度不完全相同（
[image: image77.wmf]1
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），則分散持有會有降低風險的效果，投資組合報酬率標準誤應小於22.4%。

         我們先以矩陣方式來說明如何計算投資組合報酬率的變異數。由於只考慮兩種資產，以2×2矩陣就可表現這兩種個別資產報酬率變動對投資組合報酬率變異數所有可能的影響，決定投資組合報酬率變異數的因素除個別資產A與B報酬率變異數外，還包括這兩種資產間報酬率變動相關係數以及持有比重。
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矩陣中
[image: image82.wmf]2
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和
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分別是資產A與資產B報酬率變異數，
[image: image84.wmf]AB

s

則是資產A報酬率和資產B報酬率的共變異數。矩陣中對角線左上方就是資產A報酬率變異數，其係數為
[image: image85.wmf]2

a

（即持有資產A比重的平方），對角線右下方就是資產B報酬率變異數而係數則為持有資產B比重的平方 (
[image: image86.wmf]2
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)。舉例說，若投資者不持有其中某項資產（α=0或1-α=0），則該資產的風險對投資組合的風險就沒有任何影響。非對角線中兩個要素則決定於兩種資產報酬率的共變異數以及兩種資產持有比重。矩陣對角線上元素表現個別資產報酬率變異數對投資組合報酬率變異數的影響。舉例說，假設資產A和資產B報酬率呈反向變動關係（即
[image: image87.wmf]AB

s

＜0）。只要市場投資者同時持有資產A和資產B（0<α<1），由於非對角線上元素變為負值，顯示同時持有這兩種資產有降低投資組合風險的效果。將矩陣中四個要素加在一起就是投資組合報酬率的變異數：
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若σAB＜0，σAB值愈小表示由資產A和資產B所組成投資組合的變異數就會愈小。這個結果符合一般的直覺想法，若資產A和B的報酬率變動方向相反居多，則這兩種資產報酬率變動有相互抵消作用，導致投資組合報酬率變動變小，其風險亦因而變小。若資產A和資產B報酬率的共變異數為正（σAB＞0），投資組合的變異數（σeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2(P))）會因σAB變大而變大，但同時持有這兩種資產是否有助於降低投資組合報酬率變異數？

      例子（續前例）：

          假設朱一手頭有100萬元，打算將60萬元投資A公司股票，另40萬元投資B公司股票。若朱一利用過去資料估出A公司股票和B公司股票報酬率共變異數為0.004875，則投資組合報酬率變異數為
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             = 0.023851

        我們可算出此投資組合報酬率的標準誤（
[image: image90.wmf]P

s

）為15.44%，小於A公司股票和B公司股票報酬率標準誤的加權平均值（
[image: image91.wmf]s

）22.4%。
        由這個例子可以看出只要兩種資產報酬率的相關係數不等於一時，分散持有仍有降低風險的效果。為了解分散持有對降低投資組合報酬率變異數的效果，我們先算出ρAB=1時，投資組合報酬率的標準誤：
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由式（2）可知，只有當資產A和B報酬率變動相關係數等於1（
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）時，投資組合報酬率會等於資產A以及B報酬率標準誤的加權平均值。當
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( 1時，
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與
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的加權平均值（
[image: image100.wmf]s

），顯示只要這兩種資產不是相同資產，分散持有會有降低風險的效果： 
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換句話說，當
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時，分散與不分散持有的效果相同。當
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＜1，
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，故（
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）可用來衡量分散持有以降低風險的效果。比較
[image: image108.wmf]P

s

和
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公式可看出：只要資產A和資產B間報酬率變動不是完全正相關（
[image: image110.wmf]AB
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( 1），分散持有還是有降低投資組合風險的效果。只是相關係數值（
[image: image111.wmf]AB
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）愈小，分散持有的效果愈強。

5. 兩種資產情形下，投資組合效率前緣的推導
      本節將說明如何篩選出符合效率準則投資組合所組成的效率前緣。諾貝爾經濟學獎得主馬可維茲教授（Harry Markowitz）早在1952年就提出投資組合選擇（portfolio selection）的概念。市場投資者先利用資本市場中各種資產報酬率的時間序列資料（如【表5-1】）算出樣本期間個別資產的平均報酬率，報酬率標準誤以及與不同資產報酬率間的相關係數，再利用數學規劃模型，導出可供市場投資者選擇的投資組合機會集合。他最大貢獻在於利用上述統計量發展出一套「平均數-共變異數分析」（mean-variance analysis）方法推導出投資組合的效率前緣。在效率前緣上的投資組合不是在給定風險值下，預期報酬率最高，不然就是在給定預期報酬率下，風險最小。

     為使讀者對推導過程有清楚的了解，先以兩種資產為例說明。【圖5-2】中縱座標衡量資產的預期報酬率（
[image: image112.wmf]r

）而橫座標衡量資產報酬率的標準誤（σ）。以
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（
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）和
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（
[image: image116.wmf]B
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）分別表示資產A（B）的預期報酬率和報酬率標準誤。假設
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＞
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以及
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＞
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，【圖5-2】中點A和點B就是這兩種資產預期報酬率以及報酬率標準誤的座標點。
首先，假設
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，式（2）為投資組合報酬率標準誤的公式，式（1）則
是投資組合預期報酬率公式。由
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和
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公式（式（1）及式（2））可看出：  

不同持有比重（不同的α值），就可算出不同投資組合的預期報酬率及報酬
率標準誤（
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,
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）。推導效率前緣過程中，我們關注的是如何決定投資組
合預期報酬率和風險之間的邊際抵換率（marginal trade-off rate）。由於邊
際抵換率顯示市場投資者對不同投資組合風險所賦予的價值（邊際抵換率
就是投資組合風險增加後，投資者要求的額外預期報酬率以補償持有該投
資組合所增加的風險）。 
       當
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，投資組合預期報酬率與風險間邊際抵換率不受個別資產持有比重（α）的影響，顯示市場投資者對投資組合風險所賦予的價值不因持有比重改變而改變。既然這兩種資產可視為相同資產，分散持有當然不會改變投資組合的風險，投資組合預期報酬率與風險間的邊際抵換率自不會有所改變。【圖5-2】中直線AB就是
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情形下，投資組合的機會集合。

      

   【圖5-2】
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情形下，線AB為投資組合的機會集合
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          【圖5-3】
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=1與
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= -1情形下，投資組合機會集合
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當資產A與資產B報酬率呈現完全反向變動關係
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時，【圖8.5】中，折線
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為不同持有比重情形下，投資組合效率前緣。舉例說，直線
[image: image136.wmf]1

AM

上的投資組合，增加資產B的持有比重（或減少資產A的持有比重），投資組合的預期報酬率和風險會同時下降，但邊際抵換率並不會隨著改變資產持有比重而有所改變。一旦持有資產A的比重持續下降使得投資組合轉為出現在
[image: image137.wmf]1

MB

後，增加資產B持有比重（或減少資產A的持有），投資組合的風險上升但預期報酬率隨之下降。

      由於個別資產間的相關係數幾乎都不會等於1或-1，接下來將探討兩種資產報酬率相關係數介於 -1及1之間時，改變資產持有比重對投資組合預期報酬率及風險的影響。變動資產A持有比重對投資組合預期報酬率的影響可由式（1）及式（3）看出。由於
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不等於1或-1，σP的公式就不能進一步化簡。此時，投資組合預期報酬率和風險間的邊際抵換率就不再固定常數值，邊際抵換率會隨持有比重（α）變動而改變。【圖8-5】顯示其中幾種可能的情況。

【圖8.5】中，投資組合機會集合有兩個特性值得一提。首先，只要
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＜1，分散持有對投資組合風險就有降低的效果。當
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=1時，由於兩種資產可視為相同資產，此時分散持有對降低投資組合風險沒有任何效果。我們可以ρAB =1時的風險做為比較基準（點I1）。假設資產A和資產B報酬率相關係數（
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）為0.5，對應於
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=0.5的投資組合機會集合為曲線AM2B。比較點I1和點I2，可知點I和點I2有相同的預期報酬率，但點I2有較低的投資組合風險。I2-I1所衡量的就是當
[image: image143.wmf]AB
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=0.5時，分散持有對降低投資組合風險的效果。這個效果隨著
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的值愈小而愈大（比較
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 = 0和
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 = 0.5所對應對的投資組合線即知）。其次，【圖8.5】中M1，M2，M3和M4四點係表示在不同相關係數值情形下，變異數最小的投資組合（以M點通稱）。若投資組合落在M點，此時市場投資者增加對資產B的持有將導致投資組合通過M點而落在M點和B點之間，此時增加資產B的持有比重，不僅讓投資組合的預期報酬率下降，亦讓投資組合的風險增加；亦即，邊際抵換率為負值，表示市場投資者此時對投資組合的風險賦予負的價值。
面對相同預期報酬率的投資組合，依效率準則市場投資者會選擇風險最小的投資組合或面對相同風險水準的投資組合，市場投資者會選擇預期報酬率最高的投資組合。我們可在投資組合機會集合中篩選出符合此原則的投資組合，這些投資組合的集合統稱為效率前緣（或效率曲線）。舉例說，曲線AM2為
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時的投資組合效率前緣，而直線AM1為
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時的投資組合效率前緣。
6. 多種資產情形下，投資組合的效率前緣

    第5節推導出兩種資產情形下，投資組合的效率前緣。多種資產情形下，投資組合預期報酬率與式(1)類似，皆是個別資產預期報酬率加權平均數：
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為持有個別資產i的比重，N為投資組合中個別資產的個數。接著，將以矩陣方式計算多種資產情形下，投資組合報酬率變異數。令
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為資產i 報酬率變異數（
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），而
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為資產 i 和資產 j (i
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j) 報酬率共變異數(以
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表示)。【表5-3】為N種資產情形下的變異數/共變異數矩陣（variance-covariance matrix）。N×N矩陣中的各元素表示N種個別資產報酬率變動對投資組合風險的影響方式與程度。首先，矩陣中的對角線上的元素為個別資產報酬率變異數對投資組合報酬率變異數的影響，決定因素除個別資產風險外，就是個別資產的持有比重。舉例說，矩陣第N行第N列元素所表現的是第N種資產報酬率變動對投資組合風險的影響，資產N報酬率變異數為σeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2(N))，而Xeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2( N)) 則是持有第N種資產的比重個別的平方數。
    
     【表5-3】N種資產下，投資組合報酬率變異數的組成元素
資產          1            2            3     …     N

1         xeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2(1))σ11        xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(1))xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(2))σeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(12))            xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(1))xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2( 3))σeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(12))    …    xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(1))xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(N))σeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(1N))
2        xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(1))xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(2))σeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(12))        xeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2(2))σ22                      xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(2))xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(N))σeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(2N))
3         

·        …          …        …           …
·        …          …        …           …
·
N        xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(1))xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(N))σeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(1N))       xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(2))xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(N))σeq \o(\s\up 12(  ),\s\do 4(2N))              xeq \o(\s\up 12(  ),\s\do 4(3))xeq \o(\s\up 6(  ),\s\do 2(N))σeq \o(\s\up 12(  ),\s\do 4(3N))         xeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2(N))σNN  
  其次，非對角線上的元素表現不同資產間報酬率變動的統計關連程度對投資組合報酬率變異數的影響。舉例說，矩陣中第1行第2列的元素為X1˙X2˙σ12，其中σ12為資產1和資產2報酬率變動的共變異數，而X1及X2分別是第一種和第二種資產持有比重。非對角線上的元素呈對稱狀態，第i行第j列的元素等於第j行第i列的元素（xixjσij = xjxiσji）。N×N矩陣內所有元素加總，就是N種資產情形下，投資組合報酬率變異數（σeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2(P))）。投資組合變異數/共變異數矩陣對角線上的元素個數等於個別資產的數目（N），而非對角線上的元素個數則為N ·（N - 1）。當資產數目（N）增加時，非對角線上的元素個數增加速度會較對角線上個數增加速度為快。
            在多種資產情形下，投資組合效率前緣的型式又是為何？Harry Markowitz教授對財務理論的貢獻在於以數學規劃模型表現多種資產情形下，如何推導投資組合效率前緣。此數學規劃模型常被稱為Markowitz模型。【圖8.6】中陰影區域就是由三種資產所組成投資組合的機會集合。顯

        然，陰影區域內有無數種可能的投資組合。陰影區域既然包含所有可能的投資組合，所以不可能有其他的投資組合會落在陰影區域之外。【圖8.6】中深色陰影區域(區域AMBC) 就是三種個別資產可供選擇且不允許市場投資者放空(short sales) 情形下，市場投資者所面對的投資組合機會集合；若允許市場投資者放空這三種資產，則淺色陰影區域為市場投資者所面對的投資組合機會集合。

         由三種資產所形成的投資組合機會集合(【圖8.6】中區域AMBC) 和  

      兩種資產所形成的投資組合機會集合(如【圖8.5】中曲線AM2B) 型態並
      不相同，到底投資組合的效率前緣是否會因資產數目不同而有顯著的差 

      異？依「效率準則」，在三種資產可供選擇且不允許市場投資者放空情形 

      下，投資組合的效率前緣減縮為曲線AM。效率前緣上的任何點和深色陰
      影區域機會集合中投資組合相比較，可發現有相同風險水準(預期報酬率) 
      的兩個投資組合，效率前緣上的投資組合有較高(較低) 的預期報酬率(風
      險)。由此可知，多種資產情形下，投資組合的機會集合和兩種資產所形
      成的機會集合型態雖不相同，但兩者所構成的效率前緣型態卻相當類似。
  

    當可供選擇的資產由三種增加為四種，由選擇對象變多，四種資產所構

成的效率前緣當然要比三種資產所構成的效率前緣更有效率。只要可供選擇

的資產持續增加，新的投資機會允許更分散的持有，自然所構成的效率前緣

會更有效率。
    【圖8.7】係以美國10 家公司1996-2004 期間月股票報酬率所算出的效

率前緣，比較只有三家公司(Exxon Mobile, GE 及IBM) 所算出的效率前

緣，就可發現10 家公司股票所算出效率前緣(實線) 已由3 家公司股票所算

出效率前緣(虛線) 向左移動，表示更多的選擇會讓投資組合更具效率。縱

使後來新加進來的股票(如：Anheuser-Busch啤酒公司) 較原來3 家公司股票

所算出效率前緣上的投資組合效率較差，由於更多的機會讓市場投資者更能

分散持有，而分散持有則有助於新的投資組合提升效率。所以，市場投資者

應盡量讓各種資產納入資產選擇對象以追求最符合「效率準則」的效率前

緣。
   為說明多種資產情形下，分散持有如何降低投資組合的風險，先對前述
N×N變異數/共變異數矩陣做三個簡化假設：

1. 所有的資產都有相同的變異數：
[image: image156.wmf]2

1

s

=
[image: image157.wmf]2

2

s

=…=
[image: image158.wmf]2

s

，

2. 不同資產間報酬率共變異數完全相同：
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3. 所有資產持有比重完全相同：
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     在這三個假設下，N×N矩陣就變成
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 EMBED Equation.3  [image: image166.wmf]2
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其中矩陣對角線上的N個元素完全相同，而非對角線上的N2-N個元素亦完全相同。投資組合報酬率變異數（σeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2(P))）仍是上述N×N矩陣中各元素的加總：
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                                   (5)
      式中第二個等號右邊第一項是衡量個別資產報酬率變異數（σ²）對投資組合報酬率變異數的影響度，而第二項則是衡量個別資產間報酬率變動共變異數（Cov）對投資組合報酬率變異數的影響。σeq \o(\s\up 6(2 ),\s\do 2(P)) 為σ²和Cov的加權平均值，其權數分別是1/N和（1-1/N）。當持有的個別資產種類愈來愈多（N值愈大）時，由式（5）可知投資組合風險就會變為
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    上述結果顯示當資產分散持有愈徹底，則個別資產風險（σ²）就愈不是投資組合風險的決定因素，投資組合風險決定於個別資產間報酬率共變異數的平均值。允許充分分散持有，個別資產間報酬率共變異數變成投資組合風險的決定因素，而此共變異數平均數則反映資產間報酬率變動共同的部分。換句話說，在充分分散持有情形下，個別資產間報酬率變動共變異數（Cov）才是衡量投資組合恰當的指標。
    當可持有的資產只有一種時，由式（5）可知投資組合報酬率變異數就等於個別資產報酬率的變異數（σ²）。當可持有資產數目增加時，就如同【圖8-8】所示，投資組合的風險會跟著下降。但投資組合的風險仍不可能完全消除。就算可持有資產數目達到無窮大，投資組合風險不可能小於Cov。

     由於投資組合變異數（
[image: image170.wmf]2

p

s

）會隨持有資產數目增加而逐漸下降且最後會非常接近Cov，表示每增加一種資產的持有後，投資組合的風險會跟著下降，但下降的效果愈來愈小。假設沒有任何交易成本，市場投資人應藉著分散持有降低風險，但最終效果至多是讓投資組合的風險下降至Cov的水準。實際交易中，增加持有資產的數目都需要成本。縱使考慮到這些成本，經精確估算後，大約持有30種資產就可達到最佳分散持有狀態。由於σ²大於Cov，個別資產報酬率的變異數（以
[image: image171.wmf]i

s

表示）可拆解成：

                 σi2              Cov             σi2 - Cov
個別資產    =   市場風險   +     獨特風險         ，

風險                              

式中個別資產風險（σi）衡量這個個別資產的風險，而投資組合風險則是指完全分散持有後投資組合的風險（Cov），這部分的風險常被稱為系統性風險（systematic risk）或市場風險（market risk），市場風險反映的是一切足以影響所有資產報酬率的總體經濟因素，如：油價變動或景氣波動。至於σi2 – Cov則是指個別資產中可藉分散持而消除掉的風險，稱為非系統性風險（unsystematic risk）或獨特風險（unique risk），這部分風險主要反映的是那些會影響到個別資產報酬率的個別經濟因素。

          任何可持有充分分散持有投資組合的市場投資者不會關心個別資產獨特風險的大小，因為她知道其中一部份可透過分散持有而消除，所以當她考慮是否持有某項資產時，她的考量將在於這個選擇對她所擁有投資組合風險的影響。也就是說，既然她知道新資產的風險一部份會透過分散持有而消除，所以，她真正關心的應是投資組合風險中不能被消除的市場風險。

本章一開始曾強調的：不考慮分散持有情形下，個別資產的風險可以用該資產的報酬率變異數（或標準誤）來衡量，然而在允許充分分散持有情形下，個別資產的風險（σ²）有一部份風險將因分散持有而消除，此時σ² 就不是衡量個別資產適合的指標。縱使未修習過財務管理的人亦經常提到「分散持有降低風險」或「不應將所有的雞蛋放在同一個籃子內」。這個例子正說明分散持有對投資組合風險的效果。個別資產的風險可藉完全分散持有而消除，但資產間報酬率變動的共變異數卻無法透過分散持有而完全消除的。

         一旦了解到部分的風險可藉分散持有而消除，實務上應如何設法去消除？設想宋先生帶了1萬美元到美國拉斯維加斯賭博。若宋先生將這一萬元完全投注在一次賭局中，則這次賭局勝負風險將太大，宋先生贏了固然可贏取2萬美元，但輸了宋先生一次就血本無歸。宋先生改變策略將1萬美元分1000次下注，每次下注10元，依機率論來看，宋先生有500次的贏面。依照這種賭法，宋先生大概可以拿回原先下注的1萬美元。換句話說，宋先生下注次數愈多，賭局的風險就愈小。
習  題：

1. 下表列出台灣、東京和香港三地股票市場在1994年的月報酬率（以％表示），請根據這些數字回答以下問題。

               月份          台灣            東京          香港

              

   1           0.73           13.19          -3.38

2          -11.46           0.15          -9.37

3           -3.06           -4.20         -13.26

4           9.30            2.57          -0.71

5           2.69            4.94          6.55
6           0.70            -0.55         -8.32
7           13.27           -2.15         -8.27
8           4.29            0.18          4.71
9           1.18            -3.87         -4.11

10          -7.96            0.49          1.31
11          -2.49            -4.06         -12.23

12          11.96            2.54          -3.25
（a） 計算台灣、東京和香港三個股票市場在1994年報酬率的平均數、標準誤和相關係數。

（b） 如果投資組合只包含台灣跟東京二地股票的股票，請計算投資組合的效率前緣。比起只能投資其中一地的股票，此投資組合是否可以降低風險？

（c） 如果投資組合可以包含台灣、東京和香港三地股票，請計算投資組合的效率前緣。投資人是否可能選擇只投資一地的股票？

（d） 假設是投資組合裡面，台灣和香港各佔15%，東京佔70%。請計算該投資組合在1994年的報酬率，並計算報酬率標準差。
2. 假設投資人同時持有兩種股票，持有股數分別是N1和N2，每股購買金額是P1和P2。投資組合和兩種資產的報酬率分別以rP、r1和r2。為何rP=ρr1+（1-α）r2會成立？並計算權數。：

3. 朱一計劃以手中現金購買A公司以及B公司股票。她預期A公司股票的報酬率（rA）為12%，B公司股票報酬率（rB）為8%，兩家公司股票報酬率分別為σA=10% 及σB=5%。這兩家股票報酬率相關係數（ρAB）為0.2。
（a） 請算出下列三種投資組合的預期報酬率（rP）以及報酬率標準誤

（σP）：

投資組合      持有A公司股票比重   持有B公司股票比重 C2          

         

1                  50                     50

2                  25                     75

3                  75                     25

 

（b） 請畫出投資組合的機會集合。

（c） 請以所畫出的投資組合機會集合說明分散持有可降低風險。

4. 林金手中現有100萬元現金，她計劃將其中40萬元投資於A公司股票，其於60萬元則投資於B公司股票。她預期A公司及B公司預期報酬率（r），報酬率標準誤（σ）為：

                        A               B  

                

r           15%       20%
σ        15%       20%

（a） 假設ρAB預估值為-0.5，0以及0.5時，請分別算出投資組合的預期報酬率以及報酬率標準誤。

（b） 請討論在這三種情形下，林金所選擇投資組合是否較將所有現金投資於A公司股票為佳？

（c） 請用（a）小題所得答案說明，分散持有對降低投資組合風險的效果。
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Sheet1

		year		Large-Company Stocks		Small-Company Stocks		Long-Term Corporate Bonds		Long-Term Government Bonds		Intermediate Term Government Bonds		U.S Treasury Bills		Inflation

		1926		11.62		0.28		7.37		7.77		5.38		3.27		-1.49

		1927		37.49		22.10		7.44		8.93		4.52		3.12		-2.08

		1928		43.61		39.69		2.84		0.10		0.92		3.56		-0.97

		1929		-8.42		-51.36		3.27		3.42		6.01		4.75		0.20

		1930		-24.90		-38.15		7.98		4.66		6.72		2.41		-6.03

		1931		-43.34		-49.75		-1.85		-5.31		-2.32		14.07		-9.52

		1932		-8.19		-5.39		10.82		16.84		8.81		0.96		-10.30

		1933		53.99		142.87		10.38		-0.07		1.83		0.30		0.51

		1934		-1.44		24.22		13.84		10.03		9.00		0.16		2.03

		1935		47.67		40.19		9.61		4.98		7.01		0.17		2.99

		1936		33.92		64.80		6.74		7.52		3.06		0.18		1.21

		1937		-35.03		-58.01		2.75		0.23		1.56		0.31		3.10

		1938		31.12		32.80		6.13		5.53		6.23		-0.02		-2.78

		1939		-0.41		0.35		3.97		5.94		4.52		0.02		-0.48

		1940		-9.78		-5.16		3.39		6.09		2.96		0.00		0.96

		1941		-11.59		-9.00		2.73		0.93		0.50		0.06		9.72

		1942		20.34		44.51		2.60		3.22		1.94		0.27		9.26

		1943		25.90		88.37		2.83		2.08		2.81		0.35		3.16

		1944		19.75		53.72		4.73		2.81		1.80		0.33		2.11

		1945		36.44		73.61		4.08		10.73		2.22		0.33		2.25

		1946		-8.07		-11.63		1.72		-0.10		1.00		0.35		18.16

		1947		5.71		0.92		-2.34		-2.62		0.91		0.50		9.01

		1948		5.50		-2.11		4.14		3.40		1.85		0.81		2.71

		1949		18.79		19.75		3.31		6.45		2.32		1.10		-1.80

		1950		31.71		38.75		2.12		0.06		0.70		1.20		5.79

		1951		24.02		7.80		-2.69		-3.93		0.36		1.49		5.87

		1952		18.37		3.03		3.52		1.16		1.63		1.66		0.88

		1953		-0.99		-6.49		3.41		3.64		3.23		1.82		0.62

		1954		52.62		60.58		5.39		7.19		2.68		0.86		-0.50

		1955		31.56		20.44		0.48		-1.29		-0.65		1.57		0.37

		1956		6.56		4.28		-6.81		5.59		-0.42		2.46		2.86

		1957		-10.78		-14.57		8.71		7.46		7.84		3.14		3.02

		1958		43.36		64.89		-2.22		-6.09		-1.29		1.54		1.76

		1959		11.96		16.40		-0.97		-2.26		-0.39		2.95		1.50

		1960		0.47		-3.29		9.07		13.78		11.76		2.66		1.48

		1961		26.89		32.09		4.82		0.97		1.85		2.13		0.67

		1962		-8.73		-11.90		7.95		6.89		5.56		2.73		1.22

		1963		22.80		23.57		2.19		1.21		1.64		3.12		1.65

		1964		16.48		23.52		4.77		3.51		4.04		3.54		1.19

		1965		12.45		41.75		-0.46		0.71		1.02		3.93		1.92

		1966		-10.06		-7.01		0.20		3.65		4.69		4.76		3.35

		1967		23.98		83.57		-4.95		-9.18		1.01		4.21		3.04

		1968		11.06		35.97		2.57		-0.26		4.54		5.21		4.72

		1969		-8.50		-25.05		-8.09		-5.07		-0.74		6.58		6.11

		1970		4.01		-17.43		18.37		12.11		16.86		6.52		5.49

		1971		14.31		16.50		11.01		13.23		8.72		4.39		3.36

		1972		18.98		4.43		7.26		5.69		5.16		3.84		3.41

		1973		-14.66		-30.90		1.14		-1.11		4.61		6.93		8.80

		1974		-26.47		-19.95		-3.06		4.35		5.69		8.00		12.20

		1975		37.20		52.82		14.64		9.20		7.83		5.80		7.01

		1976		23.84		57.38		18.65		16.75		12.87		5.08		4.81

		1977		-7.18		25.38		1.71		-0.69		1.41		5.12		6.77

		1978		6.56		23.46		-0.07		-1.18		3.49		7.18		9.03

		1979		18.44		4..46		-4.18		-1.23		4.09		10.38		13.31

		1980		32.42		39.88		-2.76		-3.95		3.91		11.24		12.40

		1981		-4.91		3.88		-1.24		186.00		9.45		14.71		8.94

		1982		21.41		28.01		42.56		40.36		29.10		10.54		3.87

		1983		22.51		39.67		6.26		0.65		7.41		8.80		3.80

		1984		6.27		-6.67		16.86		15.48		14.02		9.85		3.95

		1985		32.16		24.66		30.39		30.97		20.33		7.72		3.77

		1986		18.47		6.85		19.85		24.53		15.14		6.16		1.13

		1987		5.23		-9.30		-0.27		-2.71		2.90		5.47		4.41

		1988		16.81		22.87		10.70		9.67		6.10		6.35		4.42

		1989		31.49		10.18		16.23		18.11		13.29		8.37		4.65

		1990		-3.17		-21.56		6.78		6.18		9.73		7.81		6.11

		1991		30.55		44.63		19.89		19.30		15.46		5.60		3.06

		1992		7.67		23.35		9.39		8.05		7.19		3.51		2.90

		1993		9.99		20.98		13.19		18.24		11.24		2.90		2.75

		1994		1.31		3.11		-5.76		-7.77		-5.14		3.90		2.67

		1995		37.43		34.46		27.20		31.67		16.80		5.60		2.54

		1996		23.07		17.62		1.40		0.83		2.10		5.21		3.32

		1997		33.36		22.78		12.95		15.85		8.38		5.26		1.70
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