
oder 

Nach ,dcr Analogde zwischen Rohren u&d Kanillen wiirde fur. die Qeschwindf/S-' 
keit in einem Kana1 mit, dem GefLUe J iind' dcm hydraulificlien Radfua y die %!orme1 

'u = konst. Jo." P0,M. .  

noch ' .Forchheimer  v c= konst. Jo35P0.7, ' schliefllich nach H e r m a h e k '  410 QrmGl;.',i,'* 

, .  

gelten : ~~ 

Ea sei bemerkt, da5 nach R. ' M a n n i n g  die bmpirische, Formel v'= konst;JO~~l'O~!~,' 

konst. JO-5 poJi die Versuchsrosultate in rauhen KanLlsn gilt wiederglbt I > . : . !  .' ' ,' $:+ :.i ~ - 

Zur naherungsweisen Integration .. 

der Differentialglei'chung der Iaminaren Grenischicht.. ..', , 

Von K. POHLHAUSEN, in 'A~&.w. 

le auflerorderitlichen mathematischdn Schwierigkeitan ~ die bei der Integration der 
Differentialgleichungen der Fliisfiigkeitsbewe~uug, bcsonders bei Beriicksichtigung 

Gleichungon begriindet sind, haben in der geschichtlichen Entwicklung der Lehre von 
der Fliissigkeit~bewegung eine Trennung zwischon BHydrodynamikr und .D Hydrauliks 
bewirkt. Au€ der &leu Sejtc vernachkissigt man die Relbnng, urn zu eiofacheren. 
Qleichuugen z u  gelangen, und erkauft die Strcnge mit wesentlichen Abweichungen der 
berechneten Striimung T o n  der beobachteten. A d  der andern Seite entwickelte die 
Technik, die zu einer Buiirteilring des wirklichen Verhaltens einer Pliiesigkeit gezwungen 
ist, in der Hgdraulik eine eigene Lehre Ton den Bewegungen einer Flussigkeit. 'Him 
weraon die exakten alcichuugen dnrch empirische Annahmen und anschauliche Be- 
trachtungen erselzt, deren E~gebnisso im wesentlichen mit der Wirklicbkeit iiber- 
einstimmen. 

Erst in neuerer Zcit bemiiht man sich, die Hydrodpnamik mit der Hj-draulik,'in 
Einkl:i.ng zu bringen, und ZKU dnrch Beriicksichtigong der Reibung '@I dhr mathema- 
tisohen Theorie und durch Vortjefung der hydraulisuhen Betraohtnngen. Die ersten .all- 
gemeinen Ans'dtze, bei denen die Reibuog Berucksichtigung fand, warden von S.to,k,eal)'. 
gemacht, dem 813 unter anderm gelongen. ist, deb Widerstand einer Kugel i,n einer 
Flilssigkeit von sehr g r o h  Zxhigkeit zn 'berechnen.' Voraussetzung dieser Lbsyng W ~ P ,  
dafi die Bewegnng im wesentlichen durch die Ztihigkeit' bestimmt wird; da0. a160 ent- 
,weder die ZLhigkeit 6ehr groB oder das Prodnkt aus Korperabmessung und :Qeschwin-,' 
digkeit sehr klein is t .  Ii'iir die Bewegnng einer Fliissigkelt mit geringer ZBhlgkeit 'gab 
znerst P.r and  t 1 %) ' elne ~ystemat~ische Vereinfacbung , die zu 'der Theorie .der .r%)renz- 
schichtu: fiihrte und von seinen Schiilern B l a s i u s 4 ) ,  .Bol tzej)  und H i e u i e n z 6 )  .im Bin- 
zelnen ansgefiibrt und auf Beispiale angewandt wurde. 

D' 'der Reibung, auft,reten, uud die Im wesentliclien im nichllinda.ron Charakter dieser 



Im tolganden soll fur dio Di€lerentialgleichung der Gtrenzsohtoht eiq Q%bermge- 
woises lntegrationsverfahren ont~lokelt nnd dessen Brauchbarkeit an Beispielen gezelgt 
werdenr 

1. Ableitung der Differentialgleichung der Grenzschicht. 
traclitet die Bewegnng einor Pliissigkoit , die ehsn oingetanchten rnhende 
Etrolllt, oder die dadurch enlstebt, da0 ein Kiirper geraillinig mit nnvera; 
schwindtgkeit in ruhender Flilseigkeit bewegt wird. ,Bib galangt dadurch mrr 
gleichung der Qrenzschicht, da5 er die Konstaate her inneren 
annimmt. In  grofier, Entfernung von dem urnstrijmten' Harper 
keinen Einflu4 haben und also annghsrnd aine Potentialbewega 
in einer sehr dlianen Scbicht am Korper, der ~~rgnzsohichht~,  
von der Potentialbewegung deRhalb stattfindeu, weil an des Wand sdbst die Fliissigkeit 
haften soll. Bezeichnet man die Dicke dieser Grenzschicbt mjt 8 ,  sd las$ea sich die 
einzelnen Qlieder der strengen Differentialgloichungen in ilirer GroSenordnung absohatiteea. 
Die Vernachlgssigung aller QlScder geringerer GrSfienordnnng fiihrt, wie Blas ins  irn 
einzelnen gezeigt hat, an€ dio P r a n  d t l  fiche Differentialgleichung der Urenzechicht. 

Wir wollen hier dieselbu DiEereotittlgleichung auf etwas andere Weise durch eine 
ssymptotische Ntihernog gewinnen.') Wir gohen au6 von dem Navier-Stokessohen An+ 
satz, dem die Bewegung eiiier E'liissigkeit mit ICeibung geniigt, und beschrlnkon una 
auf s t a t i o n l r e  Vorgtnge in dor Ebenc,  wobei wir zunLchst nur fur die StrGmnng 
langs dcr O e r a d e o  y =  0 die lrtechuung dorchfiihren ,wollen. Die GleichuDgen lanten 
wie bekannt: 

(I).' 1 
\ 

Rg -+ ?!nu U i l Z  4- 2, = - 

y ' o a "  o y  f' (+Y 

c9u i lu  
('Y Q ox 

0 2 ,  I,u 1 i lp q - v - -  = - - - + P J V  

i )u i ) a  

or o u  4- -- =o. 
1)abei soll. dio Flushigkeit, a11 der als ebeii aDgunommenon Wand des Korpers 

Die I(ontinuitLtsg1eichung integriert man durch Einfiihrung der Stromfunktion ?I, 
hdten, e6 soil also 11 = 0, v =- 0 fiir y = 0 gelten. 

derart, dad 
1 )  1 ) '  PI I f  

"!/ = -8 X 
u =  

und erhalt d a m  aus den bciden crsten Gloichungen (1): 

. * (2). 

Wir Iiihren dimensioiislofie GioDcn ein, indem wir all8 Langen auf eine geeignet 
gewilhlte L%oga a der geometi*iscben Anordnung und die Qeschwindigbeit auf eine ge- 
eignot gewilhlte aeschwindigkeit ( z .  13. die ungestorte Qesch wjndigkeit des Flusfiinkt4ts- 
stromes im Unendlichen) beziehen und schreibeni 



von den drei Qliedern rocbts a116 den gleichen Qriinden nur das letzta beiznbehalten 
Sotzen wir diem Anpdriicke in (3)  ein, so wird . I '  

wobei die Qrenzbedingnngen fiir G sind: . 

1) f i ir ,z  - o:, GC= o 
2 )  * z - 0 :  - - - = I 0  

3) s a = - :  = f,:' 

i)# ' 

:I 2 

Fta. I 

. ' , ;tat 

1.n der Tat haben wir damit unMr der Vor~ussekmog gro0er Bey  nolbsscber,Zah~6h " 
e k e  zwefte Nlthernng' f u r  die Bewegnng der Flussfgkeit gewonnen, dehn h , .  der, Ns14$ 
der Wand ist und 

damlt ist die Haftbedinguug erfullt. 
C; - f ,  z = 0 ; es bleibt @so nur ?/I 

= -- a , da sich an der Wand f(x'y'> wie f l y  oder -!?- VerhPit 
I'R . .  4s 

Im Uncndlichen verhlllt sich 0 d e  f te,  also ist " 
f(z'y'),  d. h. die I'otentiallijaung. . Integriersn wir ' .  

. ,  ' . , ,  (5) naoh 2, 80 wird .\ .I . r . ,  

seteen wir wieder fiir : und x' die Werte x ud3 y ' e h  und bezeichnetl w k ,  



. c .  ', $J* ' . ,  

die doh von der 'ersten bl. ( I>  aurch'wegrall ahe.aiieheR 'w  . untersch'nidet.: Man %am 
4 a? ~ %:.<;>>,,? 

natiirllch auch un&ikelbar e k e h e n ,  das ' inter'  dan gemachten' Amahmen dio Abtefl- 
von u nach z gegeniiber, der riaoh y versohwindend klein scin mu5; iibordics wisd.dh 
i n  (1) auftrotende DruckgcffBlle '" jetzt als Funktion yon x angesehen:, Es Itifit 8iob 
weiter zelgen, daB d i e k  Gleichung sioh nioht tlndert, wenn wir an Stelle der ebehek 
Wand cine kromme und glefchecitig an Stelle aer  bisher verwandten reobtwinkligeo F o o ~  
dinaten die BogeniGlnge und den senkroohten &staid vom Xiirper einfiihren, wore,* 
Kriimmiing nicht dlzu stark isr $1. Wir werden in Zukunft immer mit diesem Koordinaten. 
system rechoen. Den Anfangspunkt lasscn .wir dabei mit dem.Stanpnnkt zuaammenfrll&~ 

Dle Dioke der &enzschicht d rrgibt sioh an6 dieser Betrachtnng proporti@d.ea 
solohen Werten von 1 1 1 ~  die aul cin z von der Grijfienordnuog 1 fiihre?, also,: 

I ... . . . .  

8z , .  ' . , , ' y  y,.! 

fJ :a. . 
Wir bemorken noch, daW die N a r i e r - S t o k e s s c h e n  Gloichuugen binsichtlich her 

Ihordinaten vom clliptischen T y p u h  siiid, wtlhrend dio Praii dtlfiche Grenzschichten-Cflei- 
ohung par'aboliech 1st. Vom lihysikalischuu Gosichtqmnkt besteht dio VornachEssignng 
dnrin, da5 ein Teilchen dcr (ii,c:nzscbicht fur seine Bewegung iiach der 9 Koordinate 
weder xnit Masso hehaftet isl, noch cine Verzogerung durch die I l e i b u ~ ~ g  erfiihrt. EE ist 
klar, dad so lief einschiieidr~ide Vortfnderungcn dcr Differentialgleichang wesentliche 
Untcrschiede der bereclineten gttgeriiibor, den wirklich beohachteten Str,omungsvorglngcn 
mit doh briiigeii konnlcn, nnd es i8 t  cine weitore Aufgabe, eu untersuchen, in  wieweit 
d i s  Losung d e r  Greneschichton-'l'beorie mit der Wirkliclikeit im Eink1mg bteht. , , 

Die wiclitimte Ersohof- 
nung, dle iiiit Hili'e der Orenz- 
scliichten-Theorie erklLrt wertlrn 
kann, Ist die Ablosnng der  S r S -  
mnng von der Wand, .die z. B. 
beim Umstromen eines Korpors 
et?ttfindet. Da wir die Dioke 
der Orenzechlcht ais sohr Meiu 
gegeniiber den Abmcssungen 
des Korpers erlialten baben, so 
hat d c h  aach das Drnckgefiille 
iiber dem Qaerschnitt der Qrenz 
schicht geniibert a h  koustant ur- 
geben. Die Qeschwindigkeits- 
verteilong in einem Profil der 
Grenzsohicht sinkt dagegen vom 
Werta der Potentialstrbmung 

Findet a m  langs des Korpers eia 
--- auf den Wert Null an der Wand. 7 2 

AbIr. 4 

I )  Vergl. H i e m e n ; ,  DlaRcrtnllon 6. 3, 



?56 Z i ~ i t d i r i f t  fdr airgcwnndtc Rlatlltwiltlk uritl 31ec.lumih RnQd '1 

Drnckanstieg sthtt, 60 werden die Teilchen dkr Gronzschicht an der Wand eber '54r Rube 
kommen nnd In ucine RiiclrstrGmung iibergehen als diejenigen, die mehr aach :der 
Potcntialitromnng zu liogen. Es werden also i n  der Urngebung des Abl6sungepunktss 
VerbLltnlsae eintreton, die qnalitatlv durch Abb. 1 dargsstallt werden. Fib, den Ab- 
IS6UDgfipuDkt selbst mu0 eein 

7 

;)'y! , . I ] <  . '. , .  - _- = o i i i r ,  3, = 6. a$ .? a y ,  , I ' ' Hieraus kann die Stalle dea AblBsungspm&te$ bb- 
Technet. werden. Die Clrenzschicht trennt sich in diesekn 
Punkte von der W a d  x n d  geht nnter. kinem 'besiimmten; 
klelhen Winks1 is die  Fliissigkeitsstr6moDg hinme;. . . I . .  . :.,:, 

' ' 2. Ablestung der KSrmLnechen Integralbedin; 
: Fiir das ebeoe stalioniire Problem lFute! die DS& 

Bg" , i ) u  ' y u -  ' . 1 *dp 
' 21 - +.v - =z= $1 - - - - . - I  

tlz , tlg I!y2 ', 8' doi' ! :. . - 

, .  , , . . .  . 
. .  algleichung der Qrenzschicht:. ' :. ,. 

f ,  . 

. .  
Hiereu kommt nooh die Eontinuit~ts2)ediog-nngi.' . ,  - , . ,  . I. 2 ,  ' ;3u 

' 

-. + - - 
'. 'ox , 8a,-,0.. ' 1 ,  .. . . . .  t :  -; : I , . '. 

' Wir fiihrcn eine Zusatzfunktion q ( i i )  'derart, din, daf3 

8. Ahb. 9, wobei U = f ,  die-Ge&chwhdigkeit auflerhdb 
der Grenzschicht bcdeutet, d ie  durch die .l'otentialstro- 
mung gegeben ist und auf Grund 'der  Eulorschen Qlei- 
chung mit  dem durch dae Exjieriment crmittelten Druck- 
gefK1lc Ibgs de6 l%rliers wie Tolgt verkniiptt ist. Ee 1st 

. _ /  .. , , u * L T  -_ q(.:t/)*. . .  

12' -.- . ,  

AbL. 2 - !P= u d U =  UU'. 
(1  (1 x l f z  

Gl. ( 6 )  geht boi EipYhrung diesor Zusatzfunktion iiber iri 

oder .. . 

Wir intepriercn Iiitch (1 und erhalten ; 

A13 obere Greriee haben wir ~2 zu schmben, Venn die Funktion q ;tsymptotisch 
p g e o  U geht. .i\ngen%hrrt kiinnen wir  annehmen, da5 in einer Eatfernung, die wir die 
Dicke der Qrenzschicht nenrien, q von Null nicht mehr mcrklich abwdicbt. ICs gcniigt 
dann, die Integrale von 0 bis 8 zu erstracken. 

Zufolge der I~ontinnitltsgleichuug kijnnen mir nach partielley Integratlon sohreiben : 

Da nun [vq]: sowohl 'an der oberen wie auch an dar nnteren Grqase WI+ 
schwindet, 80 ' bleibt : 

Die Bandbedingungen, die die, Funktion q ( z , y )  zu crIiillen hat, Isuten: 

2. n y = m :  u = U ,  i . q = O ,  . , 

'3; .  f B r ' y e  0: U = Q .  d.  h .  q= IT, . I  

.'S. auoh fi€r die W m d  dss 'Ktirpers muO die 'Grenzschichleo~leich~n~ gelten, .; Fiir ' -  

. I . .  . .  
I , , < , B -  . 

j /  = 0 ergibt sioh aber, da sowohj u als auch .:u- hfer den Wcrt Null haben': . . : 
I ,, 



. ,  . .  
Jede  Liisung d& Gro~~zschiolitcngleichu~g mui3 olienbar diesg lategralbedingung 

crfullen. Wann wir nun  tiif die AbqUngigkeit -der  Grofle q von f j  einen einfaoben;. ant 
genlllicrten (Ansatz m u h e n ,  2. 13.' .eine 'Potenareihe; so werden die Koeffizienten diesee 
Ansatzes FnnkL{oneh van x allein soin. Man erbalt iinn eine Annihernng 'zar LGsung, 
falls man die Anzabl dieser Kocffizienten so bestimmt, daS nach Erfullung der :Qmnz- 
bedingungen ' s i n  noch unbeslimmt bleibender Koeffizient. iibrjg bleibt. . Alsdann Jiefert 
.die Integralbedingung . eirie gewohnliche DDlfferentiaIgleichu~g zar Bestimmnng ' dleeeil 
Eoeffizienten und damit dic Fcstlrgung des , Qeschwindigkeits-Profiles in A b U n g i g  
k d t  von z :  

Wiihrend daher 'bei der iirspriing~iohcn Difforentialgleichung der  arkinzschicht eiae 
p a r t i  e l le  Diflcrentialgleichnng zii losen ist , baben wir durch die 'Integralbediogung' 
iiur eino gew i i h n l i c h e  Dilfcrentialgleiohung za l6sen. ' Ee .steht nichts im Wege, die 

I .  

. .  . I  

. .  

Anniihcrung weitm zu treiben, 
ctwa von 0 .his - -  

z. R. fur mebrere Teil- 
60 statt e i n e s  'freiblel-' . , . .  

' B 
a 2 '  . 

bepden Koeffizienten deren z w e i  bestimmt.. Auch' liegt die Moglichkeit, vor, weiterg, 
lotcgralbedingungen dadurch zu gewinnen, d a l  man beide Seiten von Q1, (7) etwa mit 
y, y', . .:. gl' nacheinander mnltipliziert, und 'dann von Null bis Unendlioh integricrt, etwa 
nach Analogie wie bei dem S t i  o l t j  esschen  Verfahrcn eine I b k t i o n  durch ihre Momente 

Die nachfolg6nden Berechnungen zeigen jedoch; dail die Erfiillung der einfacben 
Tntegralbedinguog, die - 'wie nachher ,geheigt ' witd . -  den wahren pbysikalischen In- '  
halt der GI enzschichten-Theorie onth%lt, du rchws  gcniigt, urn' pie Geschwlndigkeitsver- 
teiluiig mit einer fur p aktisobe Zwecke genugenden Genauigkeit .EU bcstimmen.' Ins- 
besoiidere zeigb das Iiei&iel der Striimung a m  deli. Zylinder; &a5 nnser Verfahren der 
bisherigen Rechnungsmethode nach dem. Hi e m e n z s c h e n  Ausatz (Ta ylorentwicklung 
nach x und Aaflijsung einer Ildhe von -gewijhnlichen Differentialgleichungen -zur Be- 
stimmung der Koeffizienten der lleihe) weit iiberlegen i s t ,  indem man nach Auflosung 
einer einzigen Differentialgleiohnng eine der exakten Lijsnng 80 nahe stehende Ann5he- 
rung  gewinnt, wie wenn man nach dam anderen Verfabren wenigstens vier bis fiinf 
DiIEerentiaIgleichnngen aufgelofit hItte. 

\Vie die Inttgralbedingung auf Grund pbysikalischer netrachtungen direkt abge- 
lcitet werderi kann, ist in der vorangchenden R k r m  ;in schen Arbcit gezoigt.') 

3. Die StrBmung an der ebenen PIaHe. Wir  wollen zunachst dns Naherungs- 
vcrfahren zur  Tntegration drr 1)il~el.ont.ia.lgleichuug der Grenzschioht nui den Fall einer 
ebcnen Platre anwenden, dio Iiarallcl dcn Stromlinien in  einen gleichlormig ilieBenden 
Flussigkcitsslrom eingetaucht ist. Die Qeschwindigkeit auDcrhalb der Orenzschicht ist 
hierbei eine Konstante und die I~iffercntialgleichung (6) lautet: 

festgelegt wird. , ' .  ' . I . .  . .  

Die 1ntegrnlbcdingung ( 7 )  rri*einfacht sicli zu 
n 

Als Grensbedinguhgen sind vorgegeben : 
fur die Differentialgleichung: fur = 0: u = 0; fur y = : 16 L- U = lioust. 

x 

au5erdem miiD 6ein : 
Integralbedingung: fiir y = 0 :  q = U ;  fur y = w : = 0; 

Das Beispiel der ebeiioii l'latte ltldt wie 1:lasius in seiner Dissertation gezeigt 
ha t ,  die Heduktion dcr particllen Ditlerantialgleichung d t  Hille von Aehnliebkeits- 
betrachtungen auf eine gewiihnlicbe Differentialgleichung dritter Ordnung zu. B l a s i  u s  
infegriert die Iiontinuitiltsgrlcic}~~~i~ mit Hilfe dcr Stromlunktion yt wobei 

i? 4:' ' B* ,&--- 21 = - .-- 
('U O X  



und fiihrt zwei neue  Varittble 5 und derar l  ein, daO 

Dann wird :  

1 /  = '1.1 U" b ,  v = Ihf;p-o, 

wobei d e r  Strioh die  Diffwentiation naob bezeichnet. Setzen wir d i m e  Weob in die 
(;renzfichichtengleichun~ ein, EO orhalten w i r  

-I I <C4' = - b .  

Die numerisahr  1iitcy.y;ttion dieser G le lchung mit Hilfc des K u t t a-Verfahrens' itjt 
roi l  C:. T o e p f e r  aur;gefiihvt n o r d e n  I ) .  

I'iir den Widri  Cl t i i id  pro Fl%cheiicinlieit der Platte erhLlt B l a s i  u 6 

Qehen wir iiuiiiiirlrr dazu  iiber, auch' niit Rilfe des NItieriingsverlahrena 
I i i l rgralbedingung die  l i ihi ing fiir die  ebene Platte zo gewinnen.  Wir setzen p 
l 'otenzreihe n a c h  y 811 

I (  - [I- y = Q ( X ) ! ,  + b ( X ) ! / Y  + c(z;!/z + . . . 
1. ZunLchel IJr('('hCI1 wir mit dem e r s t e n  G l i e d e  ab, a1 o 

(I = U -- a ( z )  y. 

der 
' als 

A16 obcre  Qreiizs der Integrale Iuhrcn 1 F r i r  0 eio. Wir ersetzerr also das Oronz- 
Die Grenzbedingung iRt: fur y = 6 6c:hlohten-Profil durch  cinctn gobrochenen 1,inienzug. 

boll u c U ,  also U = LI 8 sein. 
Wir haben  zn  bildon: 

,, a 

Fiir den Widctrstarid ergibt sich : 
y ... 
2 " -- 

2 .  E i n e  andere  w l i o i i  atnas bessere NHherung gewinnen wir dadurch ,  da8 wir den 
3q ~~~sche;indigkeitsabCall (lurch uine I 'arsbe l  anni ihorn und fur y = 8 fordern, daD ,: 
d I/ 

lilc.tig bleibt. . \ IIe~dings rniisson wir d a n n  auf die Bedingung an der Wand -- - 0 

und b zn - Ai verziohten. 1':s ist (1 = ( I  - '11 ;- U - a ?I - 6 y':, wobei sich a zu 
bcstimmt. 

iP u 
i ) y 9  - 

2 1 -  f '  

rl 
Wir bilden a irdcrunl die  crforderliche Integral( .  



und hierms 

waiter i s t  

Mit Bilfe d ~ r  Integralbodiugung ergibt aich: 

A& Gleichungen fiir die noch unbekannten Funktionen a und c erhalten wir: 
N-. a d 4- I'aa, 0 = a +  3 c 62,  

Die Integralc berechnen sich x u :  
6 r, 

und 

Fur 8 ergibt sich die Different,ialgleiohnog 

und daraus: -. 

Der Widerstandskoeffilrient fiir diose N%hiheruag ist 0,323, d. h. ein Wart, der etwa 
urn 3 dff en klein Ist. 

A. Da naoh der exakten (:renzschichten-Theorie die Funktion q wie e - I Y a  %u 0 
geht, 60 kann rnan annehman, da l  man eine noch bessare AnnILherang gewfnnt, wenn 
man f i b  y = di eine noob engere Ber.iihrung zu u = U vorschreibt. Wir nebmen daher 
a l s  vierte und lctete Ann&heiang vier unbekannte Fnnktionesl u , b , c , d  ab, 80 da.8 

u ==ay+byB+cga- i -d , f  



und setzen ale Nebenbedingongen 
iI‘u 7: l l !  

1 .  fiir y =  0 ;  -- = t J  By: - I ’  

-__- 
5 

- _ _  + - - - - - - -i - - - - I - -  

exakte f osung - ~ - - . 
-~ ~ 1 1  O,?F!t 

4 .  

~ __ 
E’iilierunp t L \  Ill, I u 

Tv.  l J iw~ i ig  
I1 I l l  

0 0 0 I 0 . .  
__ - 

O,:i;$? O,:ilh 0,381 1 0 ,529  

so da% 

4 I 1,000 ~ -. - - 
7 a 3 

Abl!. 3 :) 1 1,noo 
0 

, 
e 

und 

0,927 0 . 9 7 2  0 ,918  I 0 , 9 5 5  
..- 

0,991 0,900 0 ,995  1 0,990 

Die I ntogralbedinguig liefert : 

Der Widerstandsboc?I~izient berechnet sich hiermlt zn 0,343, D 



A l l l )  4 9 - 
Fur dle einzelnen Nahwiiiigen wgibt sich : 

SHIiaruiia I I13 I\ '  c~sal i tcs  Ltlsurin 

4. Die Shiimung urn Kiirper bei vorgegebener Druckverteilung. Der 
iirsprungliche Gedanke der P r a  II d r 1 Eoben (3.1 snz~chicbten-Theorie bcstand darin, dal3 
GI. ( G )  znsammen mit der liontiiiiiitItsgl~~ichung - in Varbindnng mit der Theorie der 
Potentialbewegung idcaler Fliissiglteiton - ansreicht, uin die Geschffindiglreitsverteilung 
in dcr Grenzschicht zu Irestinirneri Dabci sollte die dritle der in den beiden Gleichungen 
auftretenden abhangig I 'erhnde~~lic~hen, in dcr Weiw eliminiert nerden, daf3 man fiir 

das DruckgefXlle 9 den Welt scbtzt(s, dcr sich dafiir aus  der Potentiallosung lk igs  der 

Randlinie ergab; suderdem fiollte der in  die Randbcdingung oingehende Wert Ton U eben- 
falls der Potentiallosung entnoiiinitw wcrtlen. In diesem Sinne wurde unfier Reispiel in 3 

mit - = ol li=konst. hehantl(~lt N a n  habeu aber die vorerwiihnten Untersuchnngen yon 

B l a s i n s ,  B o l t z e  und H i e r n v n ~  p ~ e i g t ,  daO derart nicht gcniigende Uebereinstirumung 
mlt der Reobachtung erzielt wc~rdc.n baiiri Dalier ha t  H i e m o n z  auf Anregung P r a n d t l s  
einen andeien If'eg eingeschlngcm er  bestirnmt d n r c h  V e r s u c h e  d m  Dru'ckveilauf 
langs der Begienzung n n d  fiihrt diemn nod den daraus berrchneten Verlauf von I i n  
die Differentialgbichung bezw die liaudbrdingung ein \Yir wollen aoch dazu iibergehen, den 
Fall eines d u r c h  d a s  E x p e r i r n c n t  v o r g e g e b e n e n  D r n c k v e r l a u f e s  zu hefisndeln. In 
diesem allgemeinen Fall musseri wir daruit rechnen, daB Ablosnng stattfindet, wie cs i i i  

Abb. 1 dargestellt ist. Es h l t te  also keinen Zweck, die Funktion ) I .  die die Geschwin- 
digkeitsverteilung in der (;renzschicht darslellen 6011, durch erne ganze rationale Fanktion 
erster oder eweiter Ordnung in  anzunLhern, da  erst eine Parabel dritter Ordnung einen 
Wendepunkt aulweist. Urn aber gleich eine bessere AnnZiherung zu erhalten, wollen wir 
auch das (;lied y4 noch mitnshmen und schreiben: 

I I  = a g  + b y ?  + c y 3  + i l y ' ,  
wobei wie friiber u =  1;- Rein soll. Die Dick8 der Grenzschicbt sei wiedcrum b .  
Als Qrenzbedingungen sind vorgepehen : 

d J  

d P  
d 3 

rlu 

o u  = O, I )  f6r y - 8: 

A19 4. Bedingung wPhlen wir wiedernm wie bei dcr Platte willkiirlicli 



u(;L' %ctitwtirirt f i l l .  migt~wtiniltt! hltit.hwuit~ih r i i i t ~  hIocIuinik li l lt lt l '  1 

Mit mlfe dieser llcdiiiguugen Bind unnmobr die vier nabakaanten Funktionen 
a, b. c, tl za  bestimmon. AUB 3) folgt eo?ort, daD die Fnnlrtion b allein durch den vor- 
gegebenen Dmckverlnd bmtimmt wird: 

17 11' 
2 1) 

Die itbrigen Ibdingungen liefarn die folgenden Beetimmungsgleichungen fur u ,  

b =  - -. , 

c und d :  

Hieraus bereohnet sich : 
n + 2 i d  + 3 c b Y  + 4 (18'' = 0, n 8 + It$' + c 8:' + d6' = l l ,  2 1) -+ 6 c 8 + 1 ?c l t l '  -- ti. 

U'S4 wobei Init 1 die dimensionshise Zahl A = I bezeiohnet worden ist. 
a' 

Zwecks Aufetellong dar Integralbedingung berecbnen wir nnrimebr 
& 

Setzen wir dioso Ausiiyiioke in die Integralbe~ingung (7)  ein, 60 ergibt Rich nacli 
einigor Zwifichenrechnung dle Differentialgleiohnng: 

Dio Losung dieser nichtlinearen, gewohnlichen Differentialgleichuog erstar Ordnung 
gibt nns fur eine vorgogebene F'unktion U die Aeoderung der Dioke der Qreneschinbt 
abhllngig van' der BogenlPlnge des K8rpers. 

Wir bemerken eun%cbst, daf3 im Stanpnnkt doe Karpers die Qrenesohiaht eine be- 
etimmte endliohe Dicke hat, denn fiir z l l ~ ~  0 und d' = d, hat die Differentidgleiabung 
einen singulilren Pankt, wobei 8, eine reelle positive Wnrzel der kubisahen Oleiohnng 

- 0072 + W 7 0 J  a - (47,4 + 4,8 l7 --) 17" 12 - (1  + 7) u u" 1 3  = o 
U'S 

ist. Von den Integralkurvon der Differentialgleichnng haben wfk ale fiir die Dioke der 
arenzsohicht mafigebend, diajenige ansznw%hlen, die darcb diesen singulPren Punkt 
hinduroh geht. An der Stella der Abliisung der Grenzschicht mu0 die Tangente des 
Qrenzscbichtenproflles senkreoht zar Wand stehen. Es mub also 



Wir wolien nunmehr die 
o b h  abgeleitete, gmz allge 
meln giiltige Differentialglei- 
ohnag auf d u  Bejspiel der 
Strlimung urn einen in den 
gleichftirmlgen Fliiesfgkeitsstrom 
e i n g e t a u o h t e a  Kreiezyl in-  
der  anwepdgn mid insbwontlsre 
die Abl6sungsstelle &u diefiem 
bestimmen. Fur diesea Beispiel 
ist von Hiemenz die Druob- 
verteiluag experimentell be- 
stimmt worden. Bei seinen Ver- 
sochen in Wasser mit eiiiem 
Zyljlnder von 974 emm Dnrch- 
messer b d  einer Strh~nlngs- 
geschw indigkeit der pngestBrten 
l~lussigkeit VOD 19 omlsec er- 
gab BiCh a m  der Draokverteilnng 

U t 7,156 x - 0,04497 d - 0,000330 x5, 
wobei die Bogentllage x. in cm 
gemessen wird. Wit. bilden U’ 
und U”, vergl. Abb. 5, and neb- 
men die Dfohie dea Wasscrs 
mit 1 ,  seine Zahigkeit wit 
0,Ol an. 

Zuolchst berechnen wjr 
die Dioke der Grenzschicht im 

Abb. 5 

Staupunbt als Wnrzel der hiblschcn Cfleichung zu 
1 l ’ d O Z  1, c. =- 7,052, (1, i=z 0,09931 em, 

I 

Ditr Losung der Differentialgleichnng kanm entwedor graphisah erfolgen oder da- 
durch, daO wir fiir die im singu1:iren Punkt .T = 0 -= - horizontal vcrlaufende LJj- 
sungshrve eine Reihonantwicklang aneetzen und dam mit Rilfe eines Beclmungsver- 
fahrens diese Kurve weiter vnrIolgnn. Wir lijsen die I)iffei.entialgleichung graphisch mit 
flilfe defi Isoklineri-Verfahretis, wtzen zu diesem Zwecke 

r ) z  (\(+ 
1’ I ’  

I 1  :: 

ri 1 
CT y. 

(\ 2 
und redmen fur die Werte z =. = 0 ,  1, 2,  3, 4, 5 die Worte von x als Funktion von 
x &us. Offenbar werden diem TYerte itir diejenigen Absxissen unendlich, fiir die der 
Nenner Q(x,z)  verschwindet 1)ias is!, der Fall ftir I ,  = 12 nnd = - 17,76, Mit Hilfe 
dieser Kurven z = confit konstruieren wir nun das l%ichfungbEeld der Differential- 
gleichung. Wir zeiohnen in cinern Kodinatens-ystem 2, - die Kurven x = koust. und 

erhaIten auf diese Weise Abb. (:. Eine nabere Diskussion der Differentialgleiohnng zeigt 
$2 ($)4 weiter, da6 dcr siagul&ire Piinkt 2 = 0, Eg ein Sattelpunkt ist I ) .  Dnroh diesen 

Pankt gehen also niir zwei Liisungskurven, von denen die mit horizontaler Tangente 
die gesnchte Sst. Nehmen wir in der Zeichenebene einen beliebigen Punkt an und ver- 
snoheo wir von ihm am die Liisurigskurve duroh die lsoklinelisohar hhdnrohzulegen, 
60 wenden siah die K u m n  wagen der oben angegebenen SiDgnlaritiit entweaer nsob 
plus oder minus Unendlioh. Wir erhslten auf diese Weiee ein scharfes Kriterjum fur 
die gesuchte, durch den singaltlren Piinkt geheade L6sungskurvs. Die BogenltCngs des 
AblSsnngspunkttes findm wlr a16 Abszisse des Schnittpunktes der Integralknrve mit der 
Enrve 4 = - 12. 

I)’ 

()? 

Y 

1 3  I 

Es argibt sich: zo = 6 4 4  cm. - ----L-- 

’) Vcrgl. rtwa: H o r n ,  Qewiiluillc l ie  DtiEerentiBlglelchangRn belirldgar Ordnnirp, Zntipzig 1903 S3 335. 
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H i e m c n z  bat in suincr Dissertation anf g a n e  a n d e r e m  W e g e  den Versuch 
gemacht, fiir das Be1si)iel des Zylinders die Dilferentialgleichuog der Qrcnescbichb zu 
losen. Mit Hilfe der S~roiriionktion ?/I kann man scbreiben: 

ou ; P I / <  0 1 / F P I J  

I ) / /  l ) l Z l ) ? /  - -  1)r B y  ] d x  

Das Druckgefiille 5'' entwickelt er i n  in eine I'oten'zreihe nach #1: und macht nuch 
11 1' 

fur die Stromfunkfion don Anmtz: 

stellt also die Losung in Gcstalt. einor \'om Standpunkt beginnende T a y l o r  entwick- 
lung  dar. Dann lLUt Rich die partielle DjfIerentialgleichnng i n  eine 3:eihe unendlioh 
vieler gewohnlicher Differentialgleichangen zerlegen. Von diesem System lost el. die 
ersten drei nnd behauptet, ohne den Grad der Konvergenz E U  priifen, da3 hierdaroh 4f' 

hinreiohend genan bestinimt mi und ?pi, v~~ usw. Beinen wesentlichen Einflufi .mehr &us-' 
iiben. Fur den Ablasuogsynnkt erhalt er 6,977, einen Wert,, der mit 'dem ob'en abge- ' 

leiteten Naherongswert und mit dem Experiment sehr gut tibereinstimat; 
Die Nfiherangsmethode hat den groflen Vorteil, uns infolge der graphischen Be- 

handlung h e n  wesentiioh bessoren Einblick in den Verlanf der Qrenzschioht. zu geben. 
Wir erkennen aus der unten ngher erlauterten Abb. 8 sofort, dafi 8 8  nicht- miiglich 4at, 
vom Stanpunkt aus mit drei Qliedern einer Taylor re ihe  den' Verlauf der L S a n p k y e  
bis znr Abl6sung zu erlassen, da sie sehr bald hinter dieeer Stelle .senkrecht zar-x-Acbae 
verlgioft. Auch 'der eine geometrische Ort des Abl~snngspunktes - die' Kurv0 I - -  1 2 ' -  
verliiuft sehr steil znr Abszisue, so daS bedeutende Aendernng im Verlaof der .I,ntegral- 
kurve relativ geringe Versohiebungen der Abl6suag mit sich bringt. Der Ablosanga- 
pnnkt verliert so rollstlndig die @edeutung,'die Ihm q i e , m  enz als ,Priifstein .der C!lresr- 

Dsr Unters~hied unserer NLhernngslGsung und der von Hiemenz. ,wird 'abber rieb 
betrfichtlich, wenn man die. Profile der Qrenzschicht fiir 'einige Werte r o e  x bereohnet. 
Bei Hiemenz Hndert. . .  sIoh die Dicke'der . .  Grenzsahicht nni e 0 h .  wenig; sie bet$gk et.w+a 

V '  = ?/', x + V'3E3 + ?/'id, 
' .  

I .  sohiohten-Theorie eugescbrifiben hat. e ' ,  
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iiber 1 mm. Die Greneeohioht der 
NLbernng stimmt im Stanpun& . 
mit der von Hiemens flberein. c r ~  
Im Abliisungspunkt dagegen i e t  
6' - e= 3,84; die Dioke b = 1,96 mm 

ale0 doppelt so gr00. 
Ln Abb. 7 ist die VerdrlLn- 

gnng 8* sowohl naoh der H i e m e n z -  
schen ale anch nach der oben 
dnrchgetiihrten LSeung anfgetragen. 
Es ist dabei: 

6 1 

1, 

a,u 

0 9 4 6 6  7 =f'U ag = aJ;d (;). Bkqiin/&ngp a __L 

0 0 Abb. 7 
Fuhren wir fur q den Wert 

U (  1 - n y  - by' - cys - dy')  ein, BO ergibt eich nsoh Auewertnng des Integralle mit Hilfe 
der dimensionsloseh GriiSe 1. = 0'8 

I) 

Folgende Tabelle gibt die berechneten Werte 'abhhgig von der BogenlPnge des Zylindere. 

1; li,5 6,75 1 ti,94 z 'cm I 0 1 i 1 2 3 1 4  t -  , I  1 5 . 5  

O , O A B  ~ o,g90 1,02 l .OH 1,21 j ; 1,82 i 2 , t 8  1 2,94 . j  8,84 

c)*  mm 0,239 0,246 ' 0 ,258  0 e 5 Y  ~ 0 ,920  0 , 3 5 4  0 , 4 1 4  0,520 1 0,814 0,784 I 

1 __ . . ~ ~- . ._ . .~ . -. ._ ~ . . . 1 - 1  

i I 

I . . - . .-__ -.  . ... . _. . ~ ~ .  -. . 1 .  : : I  .. - ; .~ .. 

8 nim 1 0 , 9 9 3  0,995 1 , O l  1,04 1, lO l , $ O  1 , 2 i  j 1,39 1,57  ,1,71 I 1,96 
~. . -. _ _ _ _ ~  - --_--__I- 

Wir vermuten, daS uiifiere ~ 

Losling cine bessere AnnLhernng 
an den wahren Verlauf hietet. 
Urn den IJnterschied klar hervor 
treten zu laefien, ist in Abb. 8 
der Verlauf der Qeschmindigkeit 
inderGrenzschicht f i iry=0,3Tlmm 3o 
(bei H i a m e n z  H =  I) abhlngig 
von der Bogenliinge bereohnet 
worden. AuOerdem sind die t:in- 25 
zelnen Qliederder Hi  em en z schen 
Reihenentwicklnng eingezeichnet 
worden. Es ergibt sich; da5 die zo 
Hi e m  e n  z sche Losnng wohl gegen 
unsere Naherungslosung hin kon- 
vergiert, da5 aber die Anzahl der 
berechneten Qlieder yn dnrcbans 
ungeniigend ist und znm min- 
deeten nooh ?/'; nnd Y'a berechnet 70 

werden miffiten. EB scheint da- 
her, d a l  eine Beihenentwick- 
lung vom Stsnpunkte am in die- 
sem Fdle verfehlt ist, weil die 
Aenderung des Gleschwindigkeits- 1 

profiles erst bei groSen Werten 
von x merklioh einsetzt, be1 denen 

35 

75 

5 

4 7 e s u s s 7 ~  

'X * 

L 
die T a y 1 o r entwiokl&g (wen?' 
iiberhaupt) langeam konverglart. 

-z 
Ahb. 8 
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5 )  Die Strirrnung zwischen dchtparallelen Wgnden (Diffusor); ‘Eine  
weitere .Anwendung der ntiherungsweieen Integration, der .Differentialgleichnng der Grenr- 
schioht sol1 ,sich ant .die Siriimung fm Diffosor .beziehen, 

. Wir behandeln. den einfaohsten 
Fall zweier nicht paralleler gerid- 

. . liniger -Wilnde B C  nnd D&, Abb, 9. 
Wir yerungern die .geraden Btiioke 

’ ~ ,  / //& bis Z M  Sahnitt in 0 nod wollen 
, -2& -.-.-- die Xntfernnng O B  a h  Einhelt feat- 

legen. OC sei die 0-Koordinatenrich- 
-2-7- 8 .  x - C - ‘tung unseres Systems. Tm Ponkte 0 

nehmen wir nM eine Qnelle an, deren 
Ergiebigkeit 2mA sei. Dann ist offen- 

I . .  

c_ 
__c - - -- - -9 _cc 

.x 

Abb. 9 

bar die radiale Qescbwindigkeitsvertellung: 
* A 

U =  - 
2 ’  

Diesen We& haben wir nax .  in die. auf S. 262 abgeleitete allgemein giiltige Diffe- 
17 u” ‘Fur - erhalten wir den Wert 2 ,  die Diflere,ntial- 

. .  U” 
rentialglelchnng ( 8 )  einznseteen. 

gleiohhnng.gebt also iiber in, ’ 

d o  0.8.r--9072 +‘i670.41- 5 7 ~ ~ 3 ~ ~ 2 8 1  

k4 wobei 1 = U‘z = - - z uud a e  = - x (2I. + 22) ist. 
X= d x  A 

Seteen wjr dies ein, 60 wird 
a 1. 

oder nach Trennnng der Variabeln: 

d l  . 2 - ai3,12 + 5,76i + L2 

Wir zerlegen die gebrochene rationale F’unktion a d  der reohten Seite in Partial- 

d x  = - 
5 r  ,I3+ 85,21‘-2275,21+ 18144 

briiche nnd erhalten iiach der Integration zwischen den Grenzen null und ?. 
22- 22,651 + 168,2 - 107,85 + 1 

‘ 1 5  In-z = 0,7581 In + 0,1210 In 
107,85 168,2 

2 L - 22,65 
-0,0664 ] arctg -- -~ + arctg 1,7901 . 

12,65 
Beriicksichligen wir,  daB die Bedingong fiir Abliisung lantete: k = - 1 2  , so er- 

gibt sich fur den Abl6sungspnnkt: 

oder apsgerechnet xo == 1,214. 
Wir haben aleo das merkwiirdige Ergebnis erhdten, dab auch fiir geradlinige 

DiffMoren mit beliBbig kleinem Oeffnnngswinkel an€ Qrnnd der arenzsohichten-Theorie 
sich s t e t s  eine A b ~ 6 s n n g s s t e l l e  angeben lBiJt, nnd ewar entspricht derselbe e iwr 
Qnersohqittserweiternng von 1,214 : 1, d. h. etwa 21-22 vH. Jedoch ist dies Ergebnis 
physikalisob nkht bindend, da im Falle der Ablosung die Drnckverteilong von der hier 
zngrnnde gelegbn in der Niihe der Ablosnngsstelle abweicht, insbesondere aber in der 
Praxis die Qrondstromung selbst enmeist turbulent ist. 

Qaaz anders gestalten eioh die VerhPltnisse fiir den konvergen t  en Kanal. Wik 
nehmen dam im Punkte 0 eine Senke an, dsren Intensittit wiederum mlt 2 w A hzeichnet 
werde. Die radiale Oesohwindigke~tsoerteilnng ist fiir diesen Fall U =  - 8- and die 

Diflerentdalgleiohnng heifit jetst 
blR 

‘ 1 5  h xo = 0,7581 In  (1,8887 + 0,1210 In 3,471 - O , O t i 6 4  (arotg 1,790 - arctg 3,688) 

a. 

8 -  

41,d 

de 14 -+ i a , o s ~ ~  - 400,ti L + 1648 -- 
218,12 - 5,76 A - La 
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Die Integration erfolgt wiederum duroh Trennung der dVariabeln: 

d I  218,12 - 5 , 7 6 1 -  A? _ _ _ _ - - ~ ~  494 
-z d x  - I,* 1 2 , 9 8 ~ -  4 0 0 , 6 a +  1 6 4 9  

und liefert: 
4,4 In x = 0,2473 ln ( I -  10,34) - 0,9115 In (1.- 5,630) - 0,3863 In (1. + 28,SS) + c. 

Bei dieser StrZmmg lLdt ~ i c h ,  wie vorauszusehen war, k e i n e  Ablosun  g s s t e l l e  
angeben. 

Da sieh fur das zuletzt behandelte Beispiel der Senke die strange Integration 
der DSerentialgleiohnng fiir den Fall nnendlioh langer Wiinde durchtiihren lBOt, so soll 
der Vergleich mit Lhr nnd der NBhernngslosung geftihrt warden. 

Wir setzen die Stromfunktion &n in der Form 
II tp = ' p  (t),, 1 = 
X 

und erhalten 

_ _  
Wir Imachen nun die Substitution 2 1'. A - 5 = q oder :-% -= dq  und erhalten : 

v 2 A  - j 
2 A - C  
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wobei die Zeichen 

Lat  z k o ,  \Viirmeiiborgang i ~ i i  eiiieii turbulenton Fliissigkeits- oder Gasstrom 469 __ -- - - - . - -- - - - -__l__-_- 

I I  = Qeschwindigkeit in  der Stromriohtung, 
ro = Schnbspannmg an der Wand, y = Wandabshad, 

= Konstante der inneren Reibnng, (1 = Dichte, 
1 2  = p : e = ZiLhigkeitszahl, 

B = eine Konstante = \>HI.') 
bedenten. 

der Wand als bekannt voran6set%~11, der Qleichung 
In demselben Oebiet folgt die Qeschwindigkeit, wenn wir die Sohubspannnng an 

/ I  = I3 ( y y  ( 9 ' 7  . . . . . 6 . . . ,' ( 2 ) .  

Um zur Verteilung der Qesohwindigkeit und sohnbspannung fur das ganze 
Flussigkeitsgebiet zu gelangen, gibt 43s zwei Wege. Entweder man geht von (2) 110s 
und setzt: 

wobei die Konstmte A .  sioh aus der Forderung bestimmt, d d  (2a) fiir kleine Werte von 
y in (2) ubergeht, oder man kann auoh den Ansatz (1) fiir die zdsuhen den eineelnen 
Schiohten iibertragsne 6chubspannnng erweitern und schreibt : 

u(y) = !/'IT {A,, +- Aly  + ~ ~ y ?  + . , . . . . . . (2a), 
' 

wobei 3' in der N a e  der Wand in y iibergehen mu%. Mit diesen Ansftzen sind wif 
imstande, das ~eschwindigkeitsleld einer turbulenten Stromnng , eolange keine Ablostmg 
derselben von den festen BegrenzungswInden erfolgt, zn berechnen. 

Fur den besonderen Fall dries Kreisrohres wnrde in der vorangehenden Arbeit 
von v. K 5 r  m An gezeigt, daf3 man die \'ersuchsresnltate uber die Oeschwindigkeitsvertei- 
lung mit genugender Qenanigkait wiedergeben kann, falls man fiir die Fnnktion Y(y), 
die wir als ))EinflnSfnnBtionc bezeichnen wollen, setzt. 

Fiir den zeitlich und rluinlich stationaren Znstand erhalt man dann fur die Qe- 
- 

. . . . .  
schwindigkeitsverteilnng: 

nnd schliefllich folgt noch das  VerhIltnis der maximalen Geschwindigkeit in der Rohr- 
achse uluar zur mittleren Qeschwindigkeit des Querschnittes v zu 

7' = u,,,*> . . . . . . . . . . . ( 4 )  

2. Die furbulenfe Warmeleitfaihigkeif, 1 m folgenden beschsftigen wir 11116 
aussohliefilich mit der Wiirmefortpflanznng dnrch Materie nnd beschr%nken uns demgo- 
maO a d  ein Temperaturgebiet, in welchem die dorch Strahlnng ubertragene Wfrme- 
mengs gegeniiber dem durch materielle Teilchen iiberfuhrten Anteil znrucktritt. Ferner 
sol1 die ~eschwfndigkeltsverteilung lediglich dnrch LuDere U m s t b d e  bedingt sein, d. h. 
wir vernachl2ssigen den Einflu5 des Temperaturfeldes anf das aeschwindigkeitsfeld. Bei 
turbulenter Bewegung, die ia an verh&ltnismL8ig gro0e Stromungsgeschwindigkeiten ge- 
bunden ist, kommt - soweft die Dichteunterschiede im Quersohnitt infolge ron Tempe- 
ratnrfnderungen nioht zu grofi sind --- der dadurch begangene Fehler nlcht ip Betracht. 

Entsprechend den Anschauungen, die man von der Theorie der W?irmeleitnng in 
festen Kiirpern iibernommen hat, pnegt man anch bei der W%rmeausbreitnng in Fliissig- 
keiten im allgeineinen zwischen der WIrmele i t fBhigkei t ,  die ein Ausdrnok f i r  den 
Wbmetransport durch die Molekularbewegung sein 6011, nnd der sogenannten Wgrme- 
k o  n v e k  t i  o n ,  d. h. der Wthneausbrbitung duroh molare Bewegungen, zu nntersuheiden, 
benutzt a160 a16 einteilendee Prinzip die Q r o f i e n o r d n u n g  d e r  W t i r m e t r f g e r .  SO- 
wohl fur die mathematiscbe Behandlung als auch fur das Verstgndnh des Vorganges er- 
scheint jedoch eine etwas andere Fassnng vorteilhafter, welche die Art der Bewegung 
der WRrmetrfger in den Vordergrund riickt. 

' 

' j  Uer \\'t.rt dcr Kui i~r i inte  eiit~~~rj~111 tlrrn Ansutz fiir die (ieH~Iiwindigheitsverleiluii~, die unkn 
b e n u t t  pird. Vgl. G1. (8 ) .  
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Dementspreohend wollen wir unter uW&rrneleitnngc. in Fliissigkeiten die Ansbrei- 
tung der W&rme durch die ungeordne te  Bewegmg der Molekale verstehen, wie wir 
sie 110s nach dem Bilde der BfnetIschen Qastheorie yorznstehn haben, Als cbarakte- 
ristisoh fiir die moleblare WIrmebewegnng werden wir d&nn denurnstand ansehen, da l  
eie bei einem bestimmten Drnok nnd einer best imten Dicbte der Fliissigkeit eine reine 
Temperaturfanktion ist und insbesondere vom Bewegnngsenstand der Flussigkeit niobt 
abhilngt. 2 Wiirmekonvektiona hingegen sol1 die Uebertragung von Wfrme duroh eine 
g e o r d n e t e  Bewegnpg der Flussigkeitsteilchen bezeichnen. Der in vielen Lehrbiichern 
der Pbyeik eingefiihrte Begriff der Eonvektion, als der Entotehung einer natiirlicben Stro 
mung dnrch Diohteunterschiede unter det. Einwirkwg der Schwerkraft, ist. dann in 
dieser Definition mit enthalten. 

Bei laminarer Stramnng eind damit alle Anteile der Wbmeiibertragung erledigt. 
Bei t u r b u l e n t e r  Stromung sehen wir aber, daS a s  a m  noo-h eine Art  d e r  W f r m e -  
ansbreitang fehl t .  Bekanntlioh' stdlt man sich die statibngre turbnlente Bewegung 
so vor, d& oman jeder Stelle einen gewieeen mittleren Gesahwindigkeitsvektor zuscbreiben 
kann nnd da0 sich diesem Pektor ein nach Eliohtung nnd Oro%e schwankender (30- 
schwindigkeitsvektor iiberlagert, dessen Mittelwert iiber eine geniigende Zeitspanne gleioh 
Null ist. Nach v. K&rm&u Bann man z. 3. diems kinematisohe Bild dnroh die Vorstellung 
genaner beschreiben, d a 5  in der gesamten mit einer bestimmten QesohWindigkeitsver 
teilnng fortbewegten Flussigkeitsmasse nngeordnet durcheinander bewegte Wirbelftlden 
schwimmen, deren Bewegungen, so wie diejeDige der Molekiile, statistischen Geeeteen 
geborobem. Der schwankende Zusatz- Gesohwindigkeitevekror an eined Punkt der Fliisslg- 
keit let dann dnrch die Zirknlatiop nnd die relative Lage der gesamten Wirbelffiden 
bedingt. 

Diese Yorstellung fubrt dazu, abgesehen 'Iron der gewohnlichen WLrmeleitfahigkeit, 
die a l s  Ausdrock fur das stat[stisabe Gesetz der Molekdarbewegung erscheht, noch eine 
Lei t f 2 hi g k ei  t d e r tn  r b u 1 en t en Be w e g u n g  einznfiihren, die den statistischen Einf ld  
der Wirbelbewegung anf die Witrmeausbreitnng zum Ansdrnck bringt. Diem wird dann 
im Gegensatz mr gewohnliahen Leitfahigkeit in erster Linie vom Bewegungsznstand der 
Fluseigkeit, der insbesondere dnrch die Beschaffenbeit der festen Begrenzungsfllchen be- 
din@ iet, abhlngen. 

Der Gedanke, diese Erscheinnng durch Einfiihrung einer erhohten Leitflhigkeit 
fiir die turbulente Bewegung zn beruoksichtigen, ist bekannt. Mehrere Autoren haben 
verscbiedene AnsLtze vorgeschlagen, bei denen die erhSbte Leitflhigkeit als eine empi- 
rische Funktion der Qeschwindigkeit angesehen wird. Wesentlich nlber ist man zn der 
Erkenntnis der Verhlltnisse durch die Betrachtungen R e y n 01 d 6' und P r a n  d tl s gelangt. 
Beide gehen von der Vorstellung aus, da8 turbulente Reibung und turbulente Warme- 
ubertragnng soweit analoge Vorgange sind, da8 derselbe Mechanismus, welcber in dem 
ersten Falle einen ~Impulstransportu bewirkt, in dem z weiten Falle znr Wfimeausbreitung 
fiihrl. Reynolds ' )  hat in intnitiver Weise naoh dieser Ueberlegung aus der Wider- 
standszahl onmittelbar auf die Wirmeiibergangezahl in Kreisrohren ge8oh1ossen1 also 
gewissermaflen die IntegralvorgLnge verglichen. P r a n  d t l  I) stellt demgegeniiber die 
exaktsn Bedingnngen auf, nnter denen ein direkter Analogieschld erlaobt ist i er zeigt, 
da5 in gewissen FLllen das Temperaturfeld ein genaues Abbild des Geschwindigkeitsfeldes 
ist, 60 dai3 die Kenntnis der Bewegnng unmittelbare Schliisse anf den Wfirmeznstand 
zulfif3t. Er zeigt aber, da13 gerade im kreisformigen Rohre dies nicht genau der Fall ist, 
6 0  da9 man nur a d  die Form der Abhiogigkeit VOD den verschiedenen Parametern 
schlie5en kann, ohne zu zahlenma5igen Ergebnissen en gelangen. Die neuen Fortsohritte 
(siehe 1) zur Darstellung der Gtesetemlligkeifen der turbulenten Stromung und der ihr 
en tsprechenden Oesohwindigkeitsverteilnng ermoglichen nnn eine genauere Fassnng dee 
*Elementargesetzeso fur den turbulenten Warmeauetansch, so da8 die nachfolgenden Ans- 
fiihrungen nach zwei Richtangen uber die Pran d thchen Ergebnisse hinausgehen, bdem 
sie eretens zahlenm8flige Ergebnisse liefern, eweitene eine rechnerische Verfolgang der 
verschiedeneten Anordnungen gestalten, bei denen keine raumliche Konstanz des Ge- 
sohwindigkeits- nnd Temperaturfeldes vorliegt. Dies ermtiglicht eine ausftihrliche Dis- 
knssion der V0reUohsergebnissel welobe die eineelnen Abweiohungen erklzrt. 

j) s Foenote 8, S 2 6 8 .  
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3. Das Elementarlesetz des turbulenten Wihneaustausches. Zunlchst wollen 
wir den Gedankengang der kinetischen Oastheorie, der znm Differentialgesetz der inneren 
Reibung und der Warmeubertragung durch nngeordnete Molekularbewegnng fiihrt, aut 
diesen Fall der turbulenten Unordnung ubertragen. 

Wir betrachten ehie Schicht fm Bbstande y von der Wand; e6 herrsche dort 'die 
mittlere Qeschwindigkeit u in Richtung der Stromung und IwI mi der mittlere absolute 
Betrag der Geschwindigkeit senkrecht zur Stromrichtung. In zwel' Schichten irn Ab- 
stande f 5 von der betrachteten Schicht ?J (wobei 'wir unter x eine Art Bmittlere Weg- 

llnge* verstehen) herrscht dann die mittlere Stromgeschwindigkeit 
2 

B u  x 

all, 2 
uf---. 

Der Lmpulstransport pro Flilcheneinheit senkrecht zur mitt1er.m '$trirm&g ist .mit 
'einem Proportionalitatsfaktor, der von der Art der kobLrenten Fliissigkeitstelle nnd der 
zeitlichen Mittelwerlbildung . .  a b h h g t ,  durch den Ausdruok gegeben: . 

; . . .  . * ( 5 )  

nnd ist gleich der Schubspannung r an der SteIle y. 
Bezeichnet C die spezifische Warme der Volumeinbeit, so ist andererseits der 

Warmetransport q pro Flacheneinheit ebenfalls senkrecht zur mittleren StrSmung gegeben 
durch: 

Dies besagt, dab dieselben Flussigkeitsteilchen, die durch ihre Impulsubertragung 
die Schubspannung 7 erzeugen, auch die W k m e  iibertragen Duroh eine Art AbzBhlnng 
dieser Teilchen kann somit dae Ma0 der ubertragenen Warme berecbnet werden. 

' Eine solche nAbzahlunga ist nun, wie man leicht sieht, dnrch das Produkt B w x  
gegeben. Wir wollen 13s den T u , r b n l e n z k o e f f i z i e n t e n  nennen. Der Turbnlenz- 
koeffizient zusammen mi t  der Stoffkonstanten C stellt genau ebenso einen Ausdruck fur 
das etatistische Gesetz der Wirrneiibcwtragung im Falle turbulenter Stromung dar, wie 
die LeitfLhigkeit I im Falle der Ruhe. 

Den Tnrbulenzkoeffizienten k!nnen wir aus unserer friiher gewonnenen Kenntnis 
des Str6mnngsznstandes bex echnen. 

Es war nach Gleichung ( 1 )  und (1 a) 

somit folgt: 

Der Ansatz ( I )  6011 die gesamte Wirkwg der Impulsleitung (innere Reibung) und 
des Impnlstransportes durch Wirbelkonvektion zum Ausdruck bringen. Dementsprechend 
sind sowohl der Ansat2 selbst, als die daraus entspringende Geschwfndigkeitsverteilung 
lediglich ale asymptotische Ausdriicke fiir sehr grofle Reynol  dssche Zahlen anzusehen, 
bei denen die Wirkung der Impnlsleitung neben dem zweiten Anteil des Reibungs- 
mechanismus zorucktritt. Es zeigt sioh aber, daf? die ProportionaIitEt zwischen z und 21'14 

bereits bei Werten der Reynoldsschen  ZaU, die etwa der 5faohen kdtisohen Geschwin- 
digkeit entaprechen, eine sehr gute Annahemng darstellt. Wir schlie0en daraus, da5 die 
statistisohen Gesetze fiir den moleknlaren und molaren Impulstransport bereits bei mafligen 
Reynoldsschen Zahlen sich in guter AnnLherung durch den gemeinsamen Ansdrnck (1 )  
darstellen lassen. 

Dadnrch, dafl wir G1. (1) zur Berechnnng von B m x  herangezogen haben, haben 
wir die Annahme getroffen, dab sich such die gesamte WBrmeiibertragung dnrch ein 
mmeinsames statisttsches Qesetz ausdriicken &fit! das moleknlare nnd molare Vorgtlnge 
zusammknfa5t. Wir haben daher angenommen, daf3 bei den molekularen Vorgiingen die- 
selbe Proportionalitkit rtwischen Impule- und Energieiibertragung besteht, wie 88 bef den 
molaren VorgBngen der Fall ist; d. h., wir seteen vorane, da5  fi nnd ,u ib demselben 
VerhIltnis wie C nnd 4 zneinander steheni 

Der daduroh begangene FeHer wird fiir Qase, wie die folgende Ueberlegung 
zeigt, vernachlassigbar. Einereeits uberwiegt nLmlich der durch die rehe turbulente 
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Leitfaigkeit iibertragene Teil an Wglrme, wie eSn Vergleioh der W.-Ue.4ahlen (Wfrme- 
Uebergangszahlen) far laminare und turbulenb Stxbmang wlgt, den dnrob gewohnliohe 
Leitnng fibartragenen um ein Vielfaohes; anderseits iat j e  naoh der Atomzahl der Gase 

dae VerhLltnis zwisohen 1,25 and 0,97 gelegen, d. h. auah der molekulare Meoha- 
nismus der Impulsleitung (innere Reibung) und Wllrmeleitnng Bind im wesentliohen 
Ilhnlioh. Wir werden demuaoh fiir Qase and iiberhitzte DIlmpfe praktisoh anch qnanti- 
tativ riohtige Ergebnisse von unserer Bechnnng erwarten kiinnen. h diesem Sinne 
sollen die folgenden AuHfiihningen verstanden werden. Auf den Fall, da% _f von 1 sehr 

verschieden bt, werde ioh am Schlusse der Arbeit nooh einrna.1 euriiokkommen. 
Upter Beriicksiohtigung von (6) und (7) erhalten wir delnnaoh flir die duroh die 

Flhheneinheit einer Schioht im Abstande y traneportierte GesamtwLrme q: 

1 
LTP 

2. 
CP 

. , . . . . . . ( 8 ) .  u y 

Fiir die praktisohen Anwendungen wollen wir den Grenzwert von g fiir y = 0, 

Die Geschwindigksit ?i sol1 dargestellt werden dorch: 

Die Sohubspannung z 'hat fiir y = 0 einen festen Qrentwert nnd iet als Funktion 
Wir kiinnen also z in eine Potenzreihe naob g, 

d. h, die con der Flloheneinheit der Wand iiborgehende Wbmemenge, bereohnen. 

u (y) = !/'I7 ( A o  + Aiy + A-J~ '  + . . . I .  

von y in der N&he von y LE 0 repltlr. 

B U  

en twiokeln. 

t4 u 

1 7 0 + 7 1 1 / + 7 q y 9 + . . .  

7 = p U % ( j  - = 7 0  + '?I?/ + 7 2 y 3 + ,  . . 
8% 
BY 

Setzen wir - ein, so folgt fur P r x :  

i iwz = - g 1 7 .  

I f " ' " =  .7 70 y ' h { l + u ? / + . , . } .  

;J. ' / 7  /lo t B/? A I Y  t- . 
Denken wir diesen gebrochenen Ausdruok in der Umgebmg von y = 0 nach 

.PotenZen von y entwiokelt, 80 iolgt: 

!' A0 

Beriiokfiichtigen u i r  die  ( ileichung (61, so erhalhn w h  schhfilioh: 

. . . . (!)). 

4. Der Warmeaustausch in Rohren. Bej der stationfirenStrSmnng durch ein 
Rohr kann man zwei Bereiche unterscheiden: 

1. Den hydrodynamifich ausgeb i lde t en  Zustand, d. i. jenen, bei dem sicb die 
einzelnen Qnerschnitte IElngs der Stromriohtnng nicht mehr voneinander untersoheiden. 
Es hat sioh ein gewisees Oeschwindigkeitsprofil ausgebildet , das dann Bonstant orhalten 
bleibt. 

Nehmen 
wir e. B. an, daB die Flussigkeit aus einem gro6en Behlilter dnroh glatten Uebergang 
in dss Rohr einstromt, 80 werden im Einstrtimnngsquersohnitt alle Stropfaden angehtlhert 
gleiohe Gesohwindigkeit haben. Beim weiteren Fortsobreiten werden. d a m  die wand- 
nahen Sohiohten dnroh die Beibung verztigert, bis eich jenes komtante Qesahwindigkeits- 
profil ansgabildet hat, das dem OleiohgewRlohtszustand enteprioht. Man nennt oft diesen 
Teil des Rohres die Anlauiatreoke. 

Wir bereohnen in den folgenden Abschnitten das Temperatorfeld und den Wtlrme- 
ubergang im Bohre, falls fur den EinstrZimquersohnitt eine Temperatorverbilnng vor- 
gegeben Ist und die Rohrwandtemperatur in der Stromrirhtung konstant gehalten wird. 
Wir stellen fiir die beiden erwfhnten Bereiche g e t r e n n t e  Lijsungen ant, k6nnen aber 
durch einen stetigen Uebergang von der ersten Lasung zur zwdten erreiohen, dail sioh 
die allgemeine Anfgaqe darch eine Aneinanderreihung der Teilltisungen befriedigen lllflt. 

5. Der Wkmeiibergang bef hydrodynamisch aucgebfldettm Zustand 
Urn die Differentialgleichung f i ir  das Temperatnrfeld aufznetellen, betrachten wir ein 
Volumelement, daa dumb m e i  koncentrisohe XylinderflEtchen, die zur Bohrwand parallel 

2. Den hydrodynamisch  unauegeb i lde t en  Zustand im Rohranfang. 
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slnd und ewei dam senkreohte Qnersohnlw begrennt iflt. Urn die Vomtellnng en dfibren, 
nehmen wir an, daB eine warme PlUselgkeit durch Bin BBlteres R o b  flleBt, d. h. der 
Wtirrnestrom eon von her'Fl€iisdgkeit znr Warnil gehen. Wir setmn ferner die konstante 
Rohrtemperator gleiob 0, so da8 dfe Temper&tnr' der, Flilssigkeit 8 die Uebertemperatar 
iiber die Wandtemperator bedentet. Da W-jedoob Behe Annahme treffen, WPalohe die 
eine Iliobtang des Wltrmestromee vor der antleren answlohnet; so geltkn alle Beeiehaogen 
ebenso, wean 4 sein Vorzeichen weobselt. 

Bezeiohnet a ic; die Koordinate der Stromriohtrmg, 
g - den Abstand voa 'der AchsB, 
C 5 die spee. WHrme pro Volnmeinhsit, 

so gibt die Wfirmebllane fiir den stationEtren Zuetund: 

F'iir u ist gemtrs Gl. (a) und (4) einrasetaen: . 
$1 = i/b " 1 1  - (y)yt 

wshrend q naoh 01. 16)  nnter Bernoksiohtigang von (la), (9) m d  (4) ea: 

iolgt. 
Fiihren wir dies in Q1. (10) ein, so erhdten wir schlieBlioh als Differential- 

eldohung ffir den WBrmeauetansoh bei hydrodyndscb  anegeblldetem Str8mnngsrmBtmdr 

. . . . (114 v% (2 7,3h( R = --__ 
0,199 P J d  

. . . .  wobei 

geeetet ist. 

1) 
Die Randbedingnngen laulen: 

8 = 0 fiir y = r und wegen der allseitigen Symmetrie 
= 0 fiir y = 0. Ferner mu5 

111) fur z = 0 die radiale Temperatarverteilung vorgegeben sein. 
Da sioh die Fliissigkeitstemperatnr mit zunehmender Rohrltinge der Wandtempe- 

(34 
II) <)I/ 

ratnr asymptotisch ntLhert, 60 setzen wir die Losang in der Form an: 
8 = g (y)e-". 

Fiihrt man diesen Ausdruck in die Gleiohung ein, so erhglt man fiir die Funktion 
g die gewohnliohe Differentialgleiohnng: 

welche naoh Wegsohaffnng der gebroohenen Exponenten durch die Traneformation 
] 1 - (';)'{''' = t ubergeht in: 

wenn 

gesohrieben wird. 
Die Randbemerkungen lauten jetzt: 

1) g =  0 ftir iz = o und 
d i  TI) - endlich Gar x = 1. 

wir gebngeq zn einer angan%herten Losung mit Hilfe dee Ri  teechen brfahren8, 
indem wfr dte Aufgabe in ein ~ariationsproblem verwandeln. Diems lautet, wie sich 
leiobt verffieiewn IdlBf: 

. 



*$& 

' .  

. 
* t U .  . 

.do 

Abb. 1U. Dieselben Uber 1/ a6 Abecisse. 
(7 = Anfenpave<teilimg far E = 0. 

ist, nm zn erreichen, daS die Temperatar in der Rohraohse 1 
wird; g(y) ist somit daa Vprhtlltnis der Temperatw' a6 der 
betreffenden Stelle zn der Temperatur in der Rohraohse. Wir 
finden 80 die ersten Eigenfonktionen: 

gx J 
9x1 = - 0.73.12 PI + 0,9665 Pa f 0,7647 & 

-0,9703 Pi -+- 0,02 12 Pa + 0,0085 Pa . 
(16). 

g m  = 2,6552 PI - 6,1589 Pa f 4,5037 p;s-, 1 
Wir wollen ,nunmehr noch die Wahl der Entwicklung 

. nach Kngelfnnktionen nfiher begriinden. Da' 8 s  BMh nm'@ 
Minimalproblem handelt, so kann der exakte Ejgenwe@ nur 
kleiner sein ale jeder Ngherungswert. Die GriiSe der Eigen- 
werte, die man je nach der Wahl des Reihenansatzes fur hie 
eu variierende Funktion erhLlt, bildet somit dn geeigpetes 
Kriterinm fur die Oute der AnnIherung. Es zeigt .doh hnn, 
da% im Vergleich mit einem einfachen Potenzansatz nach x ,  
sowie mehreren Fourierentwicblnngen, der Ansatz nacb 
Kugelfunktionen zu den kleinsten Eigenwerten fiihrt. Was 
das Verhalten bei Weitertreiben der Niihernngen anlangt, so 
liefern die 3 ersten NLhernngen fur den ersten Eigenwert, 
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gerechnet werden ; insbesoL dere der dritte Eigmwert wird bei dem nnr dreigliedrigen 
Ansatz nnr in der Wiflenordnung stimmen. Wir werden aber'gleich sehen, daB dies in 
unserem Resultat nur von geringem EinflnB ist. 

Die besondere Eignnng der Kugelfonktionen fiir das vorliegende Problem laBt  sich 
auch noch dnrob die folgende anschaulichere Ueberlegmg plansibel maohen, die gleich- 
eeitig auch etwaige Bedenken wegen de6 Anwacbsens des zweiten Koeffieienten in  der 
zweiten Eigenfunktion zerstreuen kann. Betrachtet man die Abb. 1, so sieht man, da6 
die Eigenfunktionen selbst groSe Aehnlichkeit rnit den KugelfunktiQnen zeigen. Ent- 
wickelt man nun ein Schema, wie es durch die Qleichungen (16) dargestellt wird, nach 
Funktionen, die rnit den Eigenfunktionen identiscb shd, so wird der Koeffizient, deseen 
Index mit der Ordnnngsza61 der Eigenfunktion gleich ist, gleich 1, alle anderen werden 
gleich 0. Die betreffende Eigenfunktion wird dnrch das eine-Qlied der Entwioklnng 
bersits exakt dargestellt. Entwickeln wir nach Fnnktionen, die rnit den Eigenfanktionen 
zwar nioht identisoli sind, aber mit ihnen doqh gewiese Aehnlichkeit haben, so wird in 
der Entwioklung der Koeffieient, dessen Index gleich der Ordnnngszabl ist, iiberwiegen, 
Es ist klar, da8 eine solche Entwlcklnng die darzustellende Funktion mit VerhtiltnismtiDig 
wenig Gliedern gut amahern wird. 

,Setzt man die Werte von w nach (14a) in 01. (11 a) und (12a) ein, 80 erhLlt man 
fiir den Poteneexponenten 

kl = 0,1510 -?- (y)"', = 2,844 ks = 29,42 (yy (17). 
d vd d v d  a @a . 

Die vollsttlndige LGsung der partiellen Diiferentialgleichnng (1 2) konnen wir nunmehr 
a18 Entwicklnng nach Eigenfnnktionen anschreiben, 

deren Koeffizienten so zu bestimmen Bind, dad die vorgeschriebene Temperaturverteilung 
f i i r  z = 0 erfullt w i d  Wir wollen die Rechnung vorweg fur den Fall gleiohmBDiger 
Temperaturverteilung fur den Anfangsquerschnitt durchiuhren. Wir haben dahep a1 . . . a3 
aunachst so zu bestimmen, da0 S(y) f i i r  z = 0 sich moglicbst wenig von 8 - 1 unter- 
scheidet. Das 
Minimum der Fehlerquadraie liefert die Werte: 

4 = a , g I e - A l s  + azgIre-12e + a3gIIIe-Asz . . . . . (181, 

Jede aodere Temperatur folgt dann durch eine multiplikative Konetante. 

ai = 1,129, as'= - 0,160, 0 3  = 0,01b.  
W i r  e r h a l t e n  S O  6chl ieBlich d ie  G l e i c h u n g  d e s  I ' empera tu r fe ldes  f u r  

t u r b u l e n t e  S t r i jmnng  i n  R o h r e n  bei h g d r o d y n a m i s c h  ansgebi lde tem Zu- 
s t a n d ,  f a1 I s i m An f a n  g s (1 u e r s c h n i t t  d i e gl e i c h f o r m i g e T e m p e r a t  ur e0 h e r  r s c h t : 

0,0212 I('?'+ 0,0666 Z5] 1 
(1 9), 

'1 - t,,844 ( :d)  ' 

- 29,42 

- 0,180 e [- 0 , 7 4 7 2  x -- 4,375 T" i- (;,022 x:"] 

I ' 
+ 0,046 e [20,:j4 2 - 5 4 , 6 0  xa 1- 35,47 z5] 

wobei dio gleichen Potenzen von x au6 den Y zusammengefal3t sind. 
Man erkennt nun auch, dab ein gewisser Fehler im dritten Eigenwert und in der 

dritten Eigenfunktion von geringer Bedeutnng ist; selbst wenn der dritte Potenzexponent 
noch etwas kleiner werden solltr, klingt die dritte Eigenfunktion nach wenigen Zenti- 
metern vom Beginn der thermischen Einwirkung ab, auf den ganzen ubrigen Teil des 
Rohres ist der Fehler ohne EinfluO. Immerhin kann jederzeit eine vierte Nlhermng ge- 
rechnet werden. 

6. Diskussion des Ergebnisses und Vergleich mit Beobachtungen. An 
Hand der Abb. 1 konnen wir die Temperaturverteilung iiber den Qoerschnitt disku- 
tieren. Fur z = 0 haben wir rechteckige Verteilung angenommen, d. h. die Fliissig 
keit soll mit einer iiber den ganzen Qkerschnitt gleichmi0fgen Temperstur eintreten. 
In dam IntervaU von 3 zwisohen O,H und 0 iet dies dnrch unsere Entwicklnng mit 

einem maximalen Febler yon f z ~ / ~  pro Mille erfiillt. Von 1 = 0,s bis 1 haben wir eirren 

scharfen Temperatorabfall, da wir ja ~ u r  3 Glieder beriicksichtigen. Aehnliche Verhilt- 
niese werden auch in Wirklichkeit vorliegen, da die wandnahen Schiohten schon durch 

7 



Skahlang Tor der nnmittelbaren Beriihrnng mit der Wand sine TemperatnrlLndenrng er- 
leiden werden. Belm weiteren Fortschreiten ltlngs dee Elohres flaoht sioh dae Tempe- 
raturgefUe an dey Wand immer mehr ab; ble anoh die eweite Eigenfnnktion abge- 
klungen bt, Sst die sogenannte nEndtemperaturverteilang. erreioht, die duroh die erste 
Eigenfanktion allein dargestellt wird. Von da ab bleibsn sioh alle Qoerschnitte tLhn- 
lfoh, indem alle Temperaturen naoh dereelben Exponentialfunktion in der 2-Bichtnng 
abnehmea ; in diesem Sinne ist der Ausdmok Endtemperaturverteilung eu verstehen. 
Wie Gl. (16) zeigt, nntersoheidet eioh die erate Eigenfunktion und somit die Endtempe- 
ratnrverteilung nor wenig von der Gesoh windigkeiteverteilung im hydrodynamisch au8- 
gebildeten Znstand. 

MU Hilfe des bekannten Ternperaturfelde'B sind wir jetzt in der Lage, a h  Fragen 
iiber den Wglrmeanstansoh zu beantworten. Um z. B. die W.-Ue.-Zahl a zu berechnen, 
bilden wir das VerhiLltnis der von der Flglchenelnheit der Wand ubergehenden WILrme- 
menge znr Mitteltemperatur dee Qoerschniths, d. h. 

. . . . . . . . , . . (.zO). 

Naob (31. (9) ist YO gegeben duroh: 

wiihrend die Mitteltemperatur 9.' duroh' die Gleiohmg deiniert ist: 

Wir erbalten demriach f i i r  a den Ansdrnck: 

Abb. 2. Ablitliigigheit c1c.r N'.-Ue.-Zahl I on der Hohrslelle bei hydrodylianiisch auh 
gebildftri St~VJniaii~ [c- 0 ,804 Cal/ni*, v =  18,s ni/tlec, I * =  0,176 crn$/aee, d =  2,2 ern] 

Das analoge Resultat fur Litminarstriimung bat NU 8 s  e 1 t ') bereohnet. 
Die Abhhgigkeit der W.-Ue.-Zabl a von der Rohrstelle ist an8 Abb. 2 zu ersehen, 

die fiir den speziellen Wert - (-? )" = 0,037 dnrohgereohnet ist. u ist f i r  c = 0 un- 

endlloh, nimmt dann entspreohend der Verminderong des Temperaturabfalles an d& 
Wand ab, and mar bedentend rasoher a ls  bei laminarer Strtlmnng; es nfiert sioh 

1 
11 u d  

A_.._ - -c 
3. FuBn. 4, 8. 268.  
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sohlief3lSch einem.Minimalwert a&. Warend  im laminaren Fall .dleser Kleinstwert un- 
abhtLngig von der Qesohwindigkeit ist, geht bei turbulenter Gtr'cmung, (31. (21) in die 
Form iiber: 

_ _  
1)m.  ? m  I Vcrauchs- ,ym 

Nr 

96 R9,O 0,6183 1,161 1,273 
96 8 7 3  0,6245 1 1,167 1,286 
9 7  34,9 0,6568 1,164 1,255 

I 

98 31,5 0.6438 I 1,163 1,807 
99 35,6 1,0590 1,164 1,291 

100 82.1 1,1300 1,167 1,509 

- 
n a Unterscliied 

V 

V l i  
gcmessen berechilet 

4124 I 19,29 20,OQ -k 4,14 
5,76 24,95 25,86 + 1,64 
8,29 1 a Z , 7 5  32,57 - 0,s 

47,44 + 1,s 
65 ,s  67,51 + 8,35 I 46 '8  78,O 75,25 4- 3,o 

13,06 
21,06 
24,05 
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StrSmung zu gewjnnen, wollen wir die von .v.  R & r m B n  kingefiihrte Impulsbetrachtung ') 
anwenden. 

Wir betracbten einen Llngsschnitt durch den Bibranfang. Bei A sol1 die Fliissig- 
Beit am einem groden Behslter mit gleichmtlBiger Qesohwindigkeiteverteilnng einstrtjmen. 

Die wandnahen Sohiohten werden nnter dem Ein- 
flu0 der inneren Reibnog verzSgert werden nnd 
die Dioke der Schioht, in der die Schnbspannnng 
ubertragen wird (in der Abbildnng schraffiert 
gezeichnet) wird tjolange waohsen, bis die beiden 
nGrenzschichtena, wie wir sie knrz nennen wollen, 
zusammentreffen. Von da ab wird - nnter 

Abb. 3 Zwisohensehaltung e b e s  kureen Uebergangsge- 
bietes - die Geschwindigkeitsverteilnng iiber 

den Qnerschnitt konstant bleiben. 
Wir nehmen also an, dad es im Bohranfang sin Qebiet im Innern der stromenden 

Fliissigkeit gibt, in dem die Reibnng vernachllfssigt werden kann. Fur, diesen Bereioh 
setzen wir die Giiltigkeit der Eulerschen Gleichnng voraus, wie sie fiir eine reibnngsloee 
Fliissigkeit aufgestellt wird. 

WI nehmen dee stationtlren Vorgang nnd betraohten das Gleiohgewicht eines 
Elemenfes der Clrenzschicht, das ringliirmige Gestalt hat;  a b ~ d  steIlt in Abb. 3 einen 
Qnerschnitt diesee Elementes dar. 

Q E das dnrch den Quersehnltt in der Gren!zschioht sekqndliob stromendg 

J F  den sehndlichen Transport von Impnls der Stromrichtung duroh die 

U = Qeschwindigkeit der nngestorten Stromung, 
U =  in der Qrenzschioht, 
w = mittlere Qesohwindigkeit iiber den Qnerschnitt, 
6 = Dicke der Qrenzschicht, 
p = den Drnck, 
y = Abstand von der Rohrwand. 

EE bezeiohne: 

Volumen, 

QnerschnittsHLohe, 

20 = Schubspannung an der Wand, 
z = Koordinate in der Stromriohtnng, 

Die GleichgewichtRbedingung fiir das Element der Qrenzschioht kannen wir d a m  
folgenderma0en anschreiben: 

Hierzu treten noob folgende Bedingnngen: Infolge der Kontinnitat mu6 dnrch 
alle Rohrquerschnitte dieselbe Fliissigkeitsmenge gehen. Wenn also die Schichten an 
der Wand verzogert werden, SO mnS die Qeschwindigkeit der ungeetiirten Fliissigkeit 
(ungestort immer in dem Sinnet da5 keine Schubspannung iibertragen wird) znnehmen. 
Diese Znnahme an  Ceschwindigkeit wird dann nach der Bewegnngsgleiohnng fur ldeale 
Flussigkeit von einem 1)rnckabfall begleitet. Dies liefert die weiteren Bedingnnge- 
gleichungen : 

61 +- l ? ( r  - ~ 7 ) ~ 7 7  = v r ? n  . . . .. . . . , . (231, 
dU 

d ~ t _ Q V - - = O  d z  as? .. . . . . . . .. . 
u eetzen wir nach Oleiohnng (2a) in der Form an: 

und bestimmen die Koeffieienbn a und aus den Fordernngen 

(24) .  

(26 a). 

!) lIia8c-n Heft. S. 2 5 5  und 256.  
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z,, ergibt sioh aas der .Bedingiing, daB Iiir kleine Werte von y (25a) in Cflei- 
chnng (2) iibergehen mn8, zn: 

7,) p (%) 8 'I4 71 ~1 ( - ;)114 , , . . . . . . (26). 

Beriickeichtigen wir die au8 Gleichung (23) folgende Beziehung ewisohen der Qeschwin- 
digkeit der ungestorten Striimiing U nnd der mittleren Cfesahwindigkeit v: 

, .  1 6 5 v  I J  e . . . . . . . . .. (27), 
4 & ' - 2 2 f + 1 6 6  

6 wobei - = 5 gesetzt ist, so liefert die Gleiahgewichtsbedingung eine gewohnliche Diffe- 

rentialgleichung fur 5, in der sioh die Variablen trennen lassen und man erhllt: 

Statt die Qaadratnren numerisoh auskufiihren, wenden wir folgenden Reohnungs- 

FLir kleine Werte von f kann man die hoheren Pbtenzen in 5 vernachlti8sigen 
gang an. 

und erhfllt: 
l; e'ls. 

Setzt man 2'15 = t ,  so mui3 sich f ale Potenzreihe in 1 darstellen lassen. Man 
knnn aiso sohreiben : 

t = A t + B P + C t a +  . . . . .  
Schreibt man (28) in der Form 

(1 - + .E 4 BP + 7P)e & = A-;dz 
I1 + + q t 9 - P  

und fiihrt die obigen Ansdriicke ein, 60 fallen die gebroohenen Potenzen von t fort und 
man erhllt, indem man alles naoh Potenzen von t entwiokelt und die KoeBzlenten links 
und rechts vergleicht als Verlauf der Grenzscbichten im Rohranfang, wenn man mit dem 
dritten Oliede abbricht: 

Abb. 4 
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?,l/fi 

V ' h  a 
5 ale Funktion von = z% ist in Abb. 4 dargestellt, Fur 2 = 0,746 wird 

- 1; die Lfnge der Rohrslrecke bis znm Zus&rnmenstoSen der Qreneschichtsn be- 
trggt somft: zo = 0,693d (?)". . - . , . . . . .  (30). 

hlit Gleichung (29) beherrschen wir das Feld der mittleren Giesohwindigkeiten in 
der Anlaufstreoke nnd kiionen alle Fragen, fur welche die Kenntnie der Verteilnng der- 
selben geniigt, beantworten. So erhalten wlr e. B. den Bohrwideratand ewieohen zwei 
Querschnitten ZI und 22 der Anlanfstrecke, d. h. das Integral: 

'p 

:I 

indem wir die DBerene der Impdetran6porte duroh die Querfiohnitte z1 und a, ferner 
die Drnokdifferenz x Querschnitteflfche berechnen und die beiden BetrElge addieren. 

8. Der Wlrmeiibergang in der Anlaufshecke. Znr Berechnung des Tem- 
peraturfeldes wenden wir eine Lhnliche Betrachtnng an, indem wir die WLrmebilanz fiir 
ein Element der Qrenzschicht anfstellen. Es sol1 wiederum eine warme Flussigkeit in 
ein Rohr mit unverlnderlicher Wandtemperatur 8, = 0 einstriimen. Wir machen nur 
die eine rerelnfachende Annabme, daO dort, wo keine Schnbspannnng iibertragen wird, 
auch kein WLrmetransport erfolgt, und rernachltissigen damit jenen gedngen Betrag an 
W%rme, der an der inneren Begrenznng der Qrennschioht nooh durob die gewijhnliche 
Wgrmeleitung fortgefiihrt wird. An dieser Stelle ist jedooh der Temperaturgradlent, da 
wir die Rechnung fur iiberkritische Qeschwindigkeit durchfiihren, so flach, daB der da- 
mit begangene Fehler ohne weiteres in Kauf genommen werden kann. Wir oehmen 
also an, daS im Gebiet, wo die ungestorte mussigkeit mit der Geschwindigkeit U strgmt, 
die Temperatar konstant gleich der Eintrittstem~eratur 8, sei. Die Wilrrnebilanz fur 
das betrachtete Element Iautet dann : 

8 

Da wir bereits fur  den Fall der hydrodynarnisoh auegebildeten Stromong geeehen 
haben, daf3 bci Turbulena d ie  Terni)e'.atnrrert~ilung der Geschwindigkeitsverteilung sehr 

(31").  

dann dio Kandbedingangen : 

= 6, 

einzigen zuruckznfiihkn. Wir er- 
hdten so: 

( 3 2 b ) .  

Der erste Term i 6 l  identisoh mit der Gleichung fur die Oeschwindigkeitsvertellung, 
der zweite kann als eiiie Art  Korrekturglied zur Gleichung der Qesohwindigkeitsver- 
teilnng aufgefafit werden. Dies 1LBt sich auch physikalisch leicht verstehen, Deon fiir ,, = o beginnen Temperatur- und Qeschwindigkeitskurve mit derselben Poteoz von y. 
bur y = B haben beide horizontale Tangente. Die Knrven miissen somit im Zwischen- 
pebiet Zhnlichen Charakler hnben. 

Die Gleichung (31) wird uunmehr, de  wir ja den Verlauf der Qrenesohiohtdicke B 
kennen, eine 'gewijhnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnong znr Bestimmnng 
von y liefern, die sioh an! die Form bringen 1L8t: 
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Die Funktionen nnd I3 werden jedooh , sehr nnhandlioh, 80 daB: dae . allgemeine 
Integral dleiier Differentialglelchung erster Okdnnng, dae- bekanntliah h t e t  : 

y = * e ; f A d s  f- e - & y B J A d ~  dPI  . .  
eine sehr miihsame nnmerische Berechnung erfordern w&rde.. Wlr : wlihlen Ydaheher ?in,? 
graphische Methode und sind hier in der Lage, ein& weit. gC63e- Genauigkeitj EU 0r- 
ziblen, als der physikalischeri Voraussetznng der Abtgabe ent'spdoht, Wir . fiihren 
6 - gleioh E'als neue . .  unabhhgige Variable ein; dadurch wird die Gle'ichung wesentlioh 

vereinfacht, die gebroohenen I'otenzen von E fallen weg und ,an, ;erhalt nagh qiniger 
Reohnmg: . , . 

Y' (33L , i  

- 0 269 k' + 2,890 la- 16,lO 4- 87,59 4 
+ 85-4 

- -  L 0,1855 E 3 +  1,477 la - 2 ,658  6 
= 0,1623 t 3 ~  0,701 t1 - 23,05 5 + 4 5 4  0,1623 E3 - 0,701 k' - 23,06 

dY wobei y' = - gesetzt ist. 
d S  

In dieser Form i8t die Oleiohung (33) nnmittelbar zur Berechnung des Riohtnngs; 
feldee der Diflerentialgleichung geeignet , das d a m  iB Abb. 5 a wfeddrgegeben ist. Der 
Punkt 5 = .O, y = 0 i s t  ein Sattelpunkt; alle L8sungsktwveq kommen aus plue bo , o h  
minus 0, bis, an€ eiee einzige, die in den Ponkt 0,O. hineinfiihrt, Da y far 2 ="O jeden:, 
falls endlioh sein mofl, so gewinnen ,wii 60 die Anfarigtibedingong. ' 

r .  ' ' 

y - o fiir t,= 0 ; .  

-0V1.5 

*33 . . 

Abb. SA 
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Der nnmittelbare Robrantang 
kann sich, solange d < r ist, weder in hydrodynamischer noch thermiecher Beziehung 
von dem Verhalten einer Platte in -5reier Strijmang nnterscheiden. Wir werden aber 
spber' ashen, daS Qeschwfndigkeits- and Temperaturfdd ' im Falle der Platte gleioh Bind. 
Demnaoh mnS im Bohraufang fIir e = 0 die Temporatnrverteilong in die Geeohwindig- 
keltsverteiluqg tibersehen. 

Liieen wir (33) nach y' auf und betrachteh den Qrenzwert, dem y' tar f = 0 qn- 
strebt, no finden wir: 

, 
282 

Dies llrSt Rich ,anoh physikalisoh leicht verstehen. 

Ifm 7' = - 0,032. 
E r o  

. S5mtliche Isoklinen entspringen im Punkt 0,O; die Isokline fur y' = 0,032 ILuft 
mit der ihr zugeordneten Nelgnng in diesen Punkt ein, im ubrigen ist sie gank schwach 
gegen die Ab~ziseenachse konkav. Die Isoklinen sllrkerer Neigung liegen ' gPndioh 
oberhalb von ihr, die ~ohw11cherer Nelgung nnterhalb. AUE diesem Verhalten folgt, dad 
die gesncbte LSsungsknrve in ihrem ganzeu Veilanf in dem schmalen Streifen ewischen 
der Isokline y' = - 0,032 nnd der Tangente an diesa im Nnllpunkte liegen mu& Dle 
Qerade y = - 0.03% wird somtt eine erete NLherung mit einem maximden Fehler von 

'Urn eine eweite Nllherung m erhalten, setaen wir y F - 0,032 & + h (5 )  und 
ftihren diesen Ausdrnck in (33) ein, die dann In cine Differentialgleichung f i i r  h iibek- 
geht, deren Ieoklinensohar in Abb. 5b gezeiahnet ist. Um die' Qenanigk.eSt zu steigern, 
ist lO(r0 tacher Ordinatenmafistab gewtihlt. . I 

. . Die Lijsong beginit naturgemltS mit h 5 0 fur 5 e= 0. 
Setzen wir e e 1uODh, so kann diese GriiSe, wie man Gich dnrch Anitragen in 

'1oga~fth~~ibChem MaSstab leicht iiberzengt, dnrch die  Formel e = 1,4 8 E J , 8 G 5  wiedergegeben 
werden, so da3 wir, schliefllioh fiir y den Ansdruck srhalten: 

.12'/3 Va diD6tell0n. . .  

= - 0,032 -j- 0,00148 t'*8Gs . . . . ' . . . . . (34)' 
Diese Funktion ist durch die stiwk ansgezogene Linie in Abb. 5a wiedergegeben. 
Da'mit h a b e n  w i r  auoh  f i i r  d e n  Bere i ch  den hydrodynamisch  unciu@- 

geb i lde t en  Zos tandee  d a s  Tempera tu r fe ld '  aufges te l l t .  Wir  s c h r e i b e n  f u r  19: 

tionen (16) en entwickeln. Da 
RFf siah die . Temperatarverteilung 

der Gl. (35a) nioht sehr von der 
I_- - 
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konnen wir es 80 einriohten, daU die beiden Temperaturkurven gerade in den un8 wich- 
tigen Eigensohaften v8 l l ig uberoinstimmen. 

Der WIlrmeiibergang ist dnroh die Vorghge  an der Wand bedingt; wlr werden 
demnaoh 

1, festfietzen, daB beide Kurven mit demselben ersten Entwioglungsglied an der 
Robrwand beginnen und 

2. die Energiestr6rne dorch den Qesamtqnerschnitt gleich#etzen. 
Dies liofert zwel Bedingungsgleichiingen Our Bestimmung der beiden Koeffieientan 

der Entwicglung. 
Man erhtilt 6 0  ale Fortseteung fur das Temperaturfeld im hydrodynamisch auege- 

bildeten Bereioh . 
6 = fi0 11,016 e-'i2 [0,9544 t% - 0,0212 . T ~  + 0 , O G ( ; 8  zq 

1 ,  - 0,051 fJ-**'[- 0 , 7 4 7 3  x - 4,276 X' + 6,022 a']} (3G). . 
Die Kenntnis den Temperaturfeldas sol1 zunlchst wieder zar Berechnung der 

qo haben wir in Gl. (3b) bereits ausgedriickt. Die Nitteltemperatur dea Qoer- 
W.-Ue.-Zahl benntzt werden. Wir beriiclxiohtigen znntiohet die Anlaufstrecke. 

schnittes folgt m: 
b 1' 

I?,==- ran 1 p ? n ( r - - y ) d y i  S,J 2 n ( r - - ) d y \ .  
E 

Es crgibt sicb somit fur a, der Ansdruok (a, = a im hydr. unansgeb. Berefoh): 

(37s). 1,143 - 0,032 5 + 0,00148 5''R65 ____- ___ .-___- ~ __.- 
( 4  El-  2 2 6  4- 1G6)a'4 { 1 - 0,153 6 + 0,024 Ea + (0,00148 - 0,082 E) (0 ,520 E - 0,1154 tSj} 

Die Forsctzung im zwoiteu Boreich lautet (a,, = n im bydr. ausgeb. Bereioh) 

Die Abblingigkeit der W.-lJe.-Zahi von der Rohrstelk in dar Anlaubtrecke ist 
der Abb. 7a wiedergegeben. Schrciht man ( 3 7 8 )  in der Form 

60 isl, als Ordinate der Faktor Ii, der cine ruine Fnnkion POD 
aufgetragen. 

ifit, iiber 5 als Absziese 
Damit mfaOt. Abb. 7 A in Vrrbindung mit Abb. 4 ,  der die jeweiligen Werte 

fool I I I ' 1  I I ' ' ' ' I 1 ' ' ' ' " 1 6 czi .a 43 ~24 AS & a7 ' 48 0,9 to,. 
Abh. 7 A 

19' 
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Abb., 7 B 

von 5 entnommen werden konnen, alle miiglichen Ffille, I n  Abb. 7B ist die Abhtingig- 
keit fur einen bestimmteri Fall nochmals mit dem Abszissenmaflstab z im Vergleich mit 
demselben Fall bei hydrodynamisch ausgebildeter Striimung eingezeichnet. Man sieht, 
da6 der Abfall von u in -  dom ersten Falle wesentlich weniger rasoh ,erfolgt. 

' 9. Zusammenfassung und Vergleich mif Beobachtungen. Nunmehr sind 
wir in,, der Lage, den Cl'lrmeiibergang im Robr In allen Einzelheiten zu iiberblicken. 
Wir wollen' die Ergebnisse kurz zusammenfassen: 

Fiir den Warmeiibergang sind entsprecbend der Gestalt des Geschwindigkeits- nnd 
Temperatarfeldes folg8ndo Fllle zu unterscbeiden, in denen der Warmeiibergang ver- 
schiedenen Qeselzmiifligkeilen gehorcht. 

1 .  Hydrodynamisch und thermisch , ausgebildeter Zustand. Dieser j s t  erreicht,, 
wenn die Flussigkeit bexeils ein entsprechendes Stiiok der Rohrstrecke dnrchlaufen hat. 
Die W.-Ue.-Zahl ist konstant und 'durch GI. ( 2  1 a) gegeben. 

3. Hydrodrnamisch an~gebildete Slromuog, thermischer Anfangszustand: Reali- 
sierung durch eine vorge6chahele Anlauistrecke, die durch entsprechende Heiiong auf 
der hrsprlfngliohen E'lusfifgkeitstemperatur gehalien wird. Die W.-Ue.-Zahl ist von der 
Stelle i m  Rohr a b h l u g i g ,  IPllt von einem Hochstwert sehr . rasch ab nnd nlhert  sich 
asymptotisch ihrom konstanten Minimalwert, GI. 2 1. 

3. Der hgdrodynamische Anfang, d.  h. die Efustromung der Flussigkeit in das 
Rohr, Ml t  mit dem Ikginn der thermischen Einwirkung zusa.mmen. Die W.-Ue.-Zabl 
ist gleichfalls von d e r  Stelle im Rohr abhiingig, f l l l t  jedoeh langsamer auf ihren Mini- 
malwert ab. 

4. Der Beginn der thertnischen Einwirkung fllllt irgendwo mitten in die Aplauf- 
strecke. 

Fur diesen letzteren I'all erhalten wir eine gute NLhernog fur  die W.-Ue.-Zahl a, 
indem wir die Kurven, welche die Abhlngigkeit von u von der Rohrstelle fiir Fall 2 
und 3 darstellen, in dasfielbe Koordinatensystem einzeichnen, den Nollpiiokt des Abszissen- 
madstabes fus a,, (hydrodyn. aasgebild. S t r )  jedooh om die Strecke I verschieben, u m  
welcbe der Beginn der thermischen Einwirkung von der Einstrom6ffnung abliegt. Die 
Kurve fiir a, wird. da sie steiler ablfillt. die Knrve u, schneiden; die Einhullende stelit 
i n  erst'er AnnXheruDg die cr-Verteilnng fur diesen speaiellan Fall der..  

Die groden Differenzen i n  den Ergebnissen der einzelnen experimentellen Ar- 
beiten sind nunmehr ohne weiteres versttindlich. Wlhrend N U S  s e l t  diese.'am Schlufise 
seiner Arbeit uber den WLrmeiibergang bei laminarer Etr Eimung snsschlie0lich ant den 
obed unter Punkt 2 angefiihrten Urnstand mruckfiihrt, sehen wir jetzt eine Reihe von 
Faktoren, die in  wecbselseitiger Kombioation den Vorgang beeinfhsseo. , 

Die W.-Ue-Zahl wird durch Ql. (37a, b) dargestellt. 



Die beiden sorgfaltigfiten IJiitersncbn~gen, die wir kennen, diejenigen von 
Nusselt  I) nud J o r d a n  *), haben rechtwinklige Znslromnng der Gase in die. MeBstrecke 
angewendet. Im Anfang dcrselben bcstand daher befitirnmt kein hydrodynamiach ausge- 
bildeter Znstand. Wir habe,n es offenbar mit Fall 4 zu tun. ZahlenmLBige Angaben 
lassen sich jedoch heute nicht m r h r  dariiber mnchen. Sowohl der Beginn der ther- 
niiscben Einwirkung wie selbst diu gcnaue Lage der ersten TemperaturrneOstelle sind 
nicht mebr genau festznstellen a),  Eiiie uxakte Aucwei lung der Versnchsergebn/s~e auf 
Qrund der obigen Theorie ist dalier fiir diese Versuche nicht miiglicb. I Ich habe trotz- 
dem oine Iteihe von Versachen von N u ~ s e l t  daraufhin untersucht, wie weit die ge- 
mefisenen W.-Ue.-Zablen uber dcm Minimal rL licgen. Die Ergebnisse sind in Zahlen- 
t.afe1 2 zueammengestellt. Beriicksichtigt, man die Ahinesmngeii der N U S  seltscfien 
Apparatur, so sieht, man, daa’d iese  Zalilen Eich durchaus mit dem decken, was nach 
den oben entwickelten Ergebnisfien zu erwarten ist. 

Z a h l e n t a f e l  3.  

7 0 , 5 9 0 6  

1 3  0,5880 
.1 0 0 ,5983 

19 0 ,7870  
2 4  0,6028 
30 0 ,6178  

5 4  0 , 5 8 6 3  
4 1 0 , 5 9 8 8  

P m  

1 , 1 5 3  

1,171 
1,152 

2,050 
1,888 
3 , 9 6  

9,98 
6 ,07  

1,245 

80,O 

3 1 ,!I 4 , 45  
7 , 9 1  

v 

8 , 5 2  
1 P , Y 3  
27 ,2  

s,94 
3 9 , 9 4  
10 ,87  

9 , 2 7  
10,04 

/ I7ntersefiied 
a gem.  I azuin 1 va 

35 ,7  
6 5 , s  
91 ,7  

146,6 
1 2 4 , 8  
160,9 
233,O 

57 ,3  

~ a , , 4 3  

82,6 
50,9 

127 ,2  
1 0 3 , s  
141,G 
198,O 

60,4 
6,4 
8,4 

l l , o  
12,5 
15,3 
20,o 
15,l. 
17,7 

Werten wir z. B. Verfiiicli 10 untar der Aniial~me au6, daf3 wir e6 mit dam Fall .3 
zn tun Iiaben, der  den ~Ter s~ ich f i l~ud i r i~n~ igcn  jc:dciif:ill~ rinhe koinmt, so bekommen wir 
eincn Wert. fur a,  der 1 @ , 2  ~ 1 1  iitier d t m  n,,,,,, liegt. In Wirklichkeit war die hydrodyna- 
mifiche nedingung gleichmgfiiger ( : ~ ~ ~ r h n i n d i g k e i t s ~ , ~ i t e i l u r ~ g  bci dcr ersten Temperatur- 
hledstelle nicht r o l l s t ~ n d i g  erfiillt, so d;iO der (7 Wort etwafi nirdriger ausfallen mnB; der 
gemessene Wert liogt 8,4 1 7 1 - 1  i ibw n,, , , , , .  

Nach Forlnol (29‘)  ist ( l i t  I4iige der Axilaufstrecktt proport,ional I’vp, mit. zuneh- 
mender Oefichwindigkeit u n d  Lliclite m u 0  demnach dcr Ancril de,r A~ilaufstrecko an der 
gesamten L8nge der MeW6trec:ke w . a c * h ~ m  und d e m g t m 3 5  niiiefien auch die Werte von (z 
etwas zunelimcn. Dim zeigen dciitlioh die Vcrfiuchc 7 ,  10, 1 3 ,  bci denen unter befrie- 
digender Konfit,znthxltung de1, andt:rnn l’rirameter die Gcfich.cr.indigkoit variiert, sonie  die 
Versuche 7 ,  19,  4 1 ,  5 4 ,  in dciii ln d r r  \Yert von (J bi, zuin ~7erlikltnis 1 : 10 verlndert 
wiirde. 

10. Die praktische Berechnung der ubergehenden Warmemenge. An- 
schlieBend ao l len  wit. noch dir I.’ragcb d o r  praktischen Bcrechuung des Wiirmeiibergaoges 
in Robren besprechen. Zufolgc dnr ‘I’atsache, daB a i r  zwci ~erschiudene  LGsungen fu r  
das Temyeraturfeld bekolnmeii halien, je nachdern ob der hydimlynamische Zustand aue- 
gebildet ist oder nicht, muU man auch bei der Bereohnung dcr auf einer bestimmten 
Rohrstrecke iibergehenden Wiirmimc:nge unterfieheiden, in  nelchem Bereich man uieh be- 
findet. Wir  aollen jedoch einigc: allgemeine Bemerkungen, die fur beide Rsreiche gelten, 
vorausschicken. 

Die zwischen zwei Querschnitten im Abstanda 1 = z1 - z p  iibergebende WXrme 
kann imrrer auf zwei Arten gefiindeii werden: 

1. Man bezieht die Kechuung auf das durch den Querschnitt i n  der Zeitcinheit 
hindurchtretendo ~iussigkeitsvu~llrire~i. Da w ir Geschwindigkeits- nnd Temperaturverteilung 
kennep, so konnen wir den Wlrmustrom, der pro Zeiteinheic durch die Querschnittsflicbe 

4 -  

’1 S. FuOu. 4 ,  S. 268 .  
2, H .  P. J o r d a u ,  011 1 1 1 ~  I’IL~B of lieat t ra i i~n i i i . ~ io i i  betwf’en fliltds and moral surfaces. Proc. 

Dieat: Aiig2tbeu stlltzw sieli atif d u e  Znschrift, die Er. I’rof. h’usse l t  ntfr froandlichst Hbw- 
Inst. of h l t ~ l i .  Eng. 11909, Parts 3 IJ~S 4 .  

iuitrel  t hnt. 



geht, dnrcb efne Qnndratur angeben. Die au€ einer Wandstreoke von der LLuge 1 
zwischen el nnd z? iibergchende Wgrme i6t somit durch die DiBerenz der beiden Integrale: 

/ J 

gegeben. df  ist daa FILchenctement im Querschnitt, bei deesen Blldung nur zuachten 
ist, von wo y gezghlt ist. 

2. Man betrachiet xiur den Vorgang an der Wand. Zn diesem Zweck haben wir 
die Qlefchungen fiir go aufgestellt. Die iibergchende Wllrmemenge sohrcibt sich dann 
mit den obigen Bezeicliniingen : 

ZY 

Q = ?r7r /qo(z )de  . I. . . . . . . . . .(39), 
4 

iiir 6, in qo ist die Diflerenz dor Wandtemperatur von der Temperatnr in der Rohraohse 
im Quetschnitt z1 einzusetzon. 

Die AusdrIicke fiir qo sind aber ziemlich unhandlich, so da6 man meist die 
Glelchnng (36) vorziehen wird. h i s  Beiepiel wollen wh al. (38) fur die praktisch wioh-. 
tigsten Flille ausfiihren. 

la. Der Wiirrneiibergang auf der ganzen Anlaufetreoke ist, da im Anfangsquer- 
s,ohnitt sowohl gleichmllige Temperatnr ale Geschwindigkeiteverteilnng herrscht, gleich : 

Der Wert ist konstant, da  ja die Temperatur- nod Qeschwlndsgkeitsverteilnng fiir 
Anfangs- und Endqnerschnitt festliegen. Die speziellen Fiille nnterscheiden sioh dnrah 
die Linge der Rohretrecke ron der EinstrSmoffnnng bis znr Ausbildnag des hydrody- 
namischen Endzustandes. 

1 b. Betrachten v i r  eine Rohrstreoke von der Elnstrtjmmg bis zu einem Qaer- 
fichnitt im Abstande L und fiei 1 dio Lange der Anlaufstrecke, dann ist (miter Benntzung 
von GI. (36)) die gasarnto a d  der LBnge L iibergehende Wtirme gleich 

wobei ll = L - - ' I  gcfietzt is(.. 
2) Im hydrodynamisoh auagebildeten Zostand betrigt die vom Beginn der ther- 

misohen Einwirkung (z = 0) bis zu einem Querscbnitt z im Abstande 2 davon ubergehende 
Warrnemenge: 

Q == v Y n v C 6 ,  { 1 - 0,985e-'l' - 0,013e-I?[ - 0 , 0 0 2 2 ~ -  k a I }  . 

Q =  0,116ranYC0,. . . , . :, . . '. . . . (40). 

Q -  i*?nnC:D0 { I  - O , t c 6 t i ~ - ~ 1 ' 1  - 0,0037e-'ar1) . . . . . (40a), 

. . (41). 

11. AbschSifzund der Eigenerwiirmung der Fliissigkeit durch die Reibung. 
I n  unfieron bisherigen Ausfiihrungen haben mir die Wfirrneerzeugnng im Fliissigkeitsinnern 
durch die Vorgiinge der Iieibimg durchwegs adber .acht gelassen. Eine genane Beriiok- 
sichtigung dersclben ist unR auch nfcht mtiglich, solaoge wir die enstttzlichen Puleations- 
geschwindigkeiten nicht im eiazelnm kennen, iiisbesondere gentigt hierfur die Kenntnle 
der Verteilung der (zeiilich) mittleren aeechwindigkeit nicht, da  die Dissipationsianktion 
die Pulsat ion~gesch~~indi~kei t  i n  quadratischen Tsrmen enthLlt. Wir wollen dennoclh ver- 
suchen, nus dnrch eine Nliherungsbetrachtnng datuber Recbenschaft zu geben, in welohen 
QesohffindigkeitRbereiohon dio oben erwLhnte VernachlLssigung gestattet bt. Wir be- 
achrflnken uns dabei aut die Vorgange bei hydrodynamisch und thermisoh a n s g e b i l d e t e m  
Zastand, d. h. die W.-Ue.-Zahl sol1 yon der Rohrstelle nnabhHngig sein. 

Wir nehmen beiepielswcise an, dsfl eine kalte Fliissigkeit durch ein geheietes Rohr 
fllsf3t nnd betrachten wieder eiu Volumelernent, das dnroh das Rohr nnd zwei Quersohnitte 
irn Abstande dz begpnzt  ist. Die konstante Wandtemperatur sei 4,,; die hljttsltemperator 
des Querschnittes an der Stellez a(:), die Differenz von Wand- und Mitteltemperafar 
im? A~~fangsqnerschnitt werde mit (Yo bezeichnet. Alsdahn lautet die Wtitmebilana fiir das 
Element : 

wobei T daa thermische Arbeitclquivalent, c, den a d  das Qaadrat der Qesohwindigkeit 
bezogenen Koeffizienten des Reibnngswideretandes bedeuten soil. Wir schreiben (43) in 
der Form: 

ranvCdB = u (4,-3) 2rmde 4 T(va2rmdz . . . . . I 4  2), 

d >  - + - - - - . A - ( t 9 , + T - - v " ) .  2n l a  s 
d t  r v C  f b C  a 
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5 t Das Qlied T - ua hat die Dimension einer Temperatur. Wir wollen T- u8 die 

Beachtet man die Anfangsbedingung fur z= 0, BO lantet die U S U D g  der D8.- 

n a 
Reibnngstemperatur nennen und mit 88 beeelchnen. 

01. (42): 
2 n - -- 

9 ( 2 )  = ({I,, + aB) - e LO, + if,] . . . . . . (43). 

Die Temperatur der F l h i g k e i t  ist ah30 proportional der Wsndtemperatnr cermebrt 
urn die Reibungstempcratur. 

Tragen wir diem Bceieliung io ein Koordinatens~-slem mit 8 als Ordinate a d  z 
ah  Abszisse ein, so gelangen wir zu dem anschauliohen Ergebnis der Abb. 8, die f& 
den Fall striimender Luft bei 

v = 200 mls, r = 0,025 m, 
CE= 0,282 WElm', 1' = 0,175 arnPls 

gezeichnet ist. 
Die Fliissigkeitstemperatur 

nlhert  sich aeymptottech einer 
Qrenze, die urn die Reibungstempe- 
ratur hoher liegt a16 die Wand- 
temperatur. Da die iibergegangene Bo 
Wllrmemenge d.cr (in der Abb. 
schraffierten) FlLche zwischen der '' 
Geraden = konst. und der Kurve 
der I"lussigkeitstemperatur propor- 24 
tional ist, so sieht man, da5 zwischen D 

'Striimungsgeschwindigkeit eine 13e- 
ziehung besteht, derart, ' daB zii ciner vorgepebenen L#nge eine hestimmte Qeschwindig- 
keit nnd zu einer vorgegebrnon Qeschwindigkeit eine bestimmle RohrlLnge existiert, Lei 
der das Maximum an WBrme iihergeht. 

c 

p = 1 at, 

M zo VU m 
der Linge der Rohrstrecke und der Abb. 8 

Der Faktor - ergibt sich zu: 
a 

1 _ -  ' - 0,103 - 
r c  

ist also, wenn wir von der gerirignn Voranderlicbkeit der f i p ~ z .  Warme mlt der Tnmpe- 
ratur absehen, irn wesentlichen uine mine Geschwindigkeitafunktioo. Fiir Lnft nnd 
c = U,L'38 V17E/kg habe ich 8,; fiir einige Qeschwindigkeiton berechnet nnd in der 101- 
gendeu Zahlentafel znsammerige~tcllt: 

ZI =- 10, 25, 50, 100, 150, 200 m/e.  
{In=== b, lOt ' ,  0,634, ? , 5 4 ,  10,15, ?'?,SO, 4U,(i0c.  

Man sieht, daB die ~ ' e r n i i d ~ l ~ s ~ j g u ~ g  in den meicten praklischen FQlen ohno weiteres 

Die abgefiihrte Wlrrne rrhLlt man dnrch Einfieteen von (43) in die Qleiohuog: 
crlaubt ist. 

CrQ == a 2 r ~ d ~ ( 9 , - 8 J  
und Integration zwisclien z ,  = 0 und - 1 eu 

2 N l  

r 1' C '  
wobei hiihere I'otenzen vo'n - - rernachl~ssigt  sind. 

It. Der Whneiibergang an einer ebenen Plafte. Ale zweite geometrische 
Konfiguration, fur die wir don Warmeiibergang beret hnrn wullrn, wiblen wlr eine eberie 
zur Stromrichtnng parallele Platte. Diese sol1 so diiiin sein, da8 der EinfluO der Vorderkante 
vernachlls6fgt werden kann. l ' r a n d t l  hat bereits in drr oban erwlbntpn Arbd t  naoh- 
gewiesen, daf3 fur den Fall oiner unwdlich diinnen Pliitte, .die parallel 20. Rich selb4 
dnrch eine Flussigkeit bewcgt wird, Oeerhwindigkeitsfeld nnd Tempwrtinrfeld iiberain- 
stimmen, wenn man wieder von der EigenaraBrmuug durch innere Reibung abehht, 
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Bezeiohnet iikmlicb 11 den ~escbwindigkeitsvektor, 1' den Drnck, 60 gilt fur die 
zeitliche Aendernng des auf die Volumeinheit bezogenen Impnlsvektors einer imkom- 
preseiblen Flussigkrit, wenn m'an Schwerewirkungen vernachlIssigt: 

--_L-_- _-- 08H ____ ~ 

(45A 
p a p  + pbu,  

- - i p u  :- + U"- -+  2 1 1 -  
(1 1 = i3z i)y i)z 

na 
c ' & = -  

I1 ;i f l  9 Y * ' - . . 

andcrseits sohreibt fiich die K i  r chhof f  eohe Differentfalgleichung fur das Temperaturfeld: 

'E'iir die Platte ist nun p = lionst, falls sie unendliah dunn ist, oder bei endlicher 
Dicke doch der Miltelwert van p uber einen gewissen Bereich konstant; somit mird 
grad p = 0 und man sieht, dab die beiden Gleichungen (45) und (46)  formal iiberein- 

Wenn - = 1 ist, wird demnach eino Losung von (45) auoh eine Losung fiir 

(46) fiein. \'on diesem Umstande machen wir Qebrauch, iii dam wir die Losnng f i i r  das 
Oeschwind~gkeitsfeId, wio aie v. K8rmAn in der. vorangehenden Arbeit gegeben hat, iiber- 
nehmen. Wir habeu also; 

1 
= P 

, stimmsn. 

und dementsprechcnd : 

19 = 8, (5)'" . 
'- Die Bedingung fur das Warmegleichgewicht in  einem Element der. Grenzschicht 

litotei : 

0 0 
Fuhren wir die Austlriicke ( 4 7 )  piti, SO Giinnen wir nach q o  anflosen und erhalten: 

' lo  = O,(J285 i)OC" - . . . . . . . . (4 8). ( J,)'I5 
Die grsamte von ciitic?ni Platten-Streifen dor Breite 1 abgeluhrte WBrrnemenge folgt 

dann gleich? 
.1 

Q = /q,,dz = 0,0356 c ( : IYO~ (i!)1'6 . . . . . . . (46)  

( I  I 1Ange in dcr Stromrichtung). 
1) 

13. Uebertragung auf fropfbare Fliissigkeiten. Im Voranstehenden haben 
wir gewhen, daif dio CtefietzmjiUigkeiten, die wir fiir den Warmeubergang an  einen tur- 
bulenten Fliissiglreil~6trom, fiir die beiden wichtigsten geometrischen Qrundformen ab- 
geleitet haben, im Fa110 fitriimender G a s e  (und iiberhitzter DfimpXe) zn Ergebnissen 
Iiihren, die auch cluaiititatio rnit der Erfahrung gut iibereinstimmen. Wir konnen une 
hior vollkommen der statistisahen hnschauungen der kinetiscben Gastheorie bedienen 
und kommen so zu der  einheitlichen Auffassung sowohl der m,olekulaw wie molaren 
Sorglnge bei der Hoibung rinerseits nnd der W&rmeiibertragmtg anderseits. 

Auf tropfbare F 1 ii 8 fi i g k el t e n ,  bei denen man die W i r h n g  der moleknlaren 
KohIsionskrifte niaht mehr vernachlLesigen dart, kann man natnrgemIl3 die obigen ein- 
lachen Ansltze nicht unmittclbar .iibertragen. Wahrend die W,Lrme und Impulskouvektion 
durch das Wirbeky~tern aucb hier einen wesensgleichen Vorgaog darstellen, ist dies fur 
die molekillare WLrme und Impulsleitung xiicht mehr der Fall. Die letztere Tatsache findet 
ihren 'Ausdmok ,darin, daB das VerKaltnh 54 von 1 stark verschieden iet .  Fur Wasser 

CP 
liegt'  die Grobenordnung dieser Zahl, die stark von der Temperatnr abhangig ist, etwa 
bei 0, l .  

. Das gemeinsame Qesetz fiir die molekularen und molaren Erscheinongetl der 
inneren Reibnng, das durch den Turbalenzkoeffizienten dargestellt wird, wird demnach 
aal die WLrmesusbreitung nur in jenem Qebiet iibertragen werden konnen, in dem die 

. .  
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.molaren VorgLnge uberwiegen. Es Ist dies aber, bis auf eine ganz diin'ne Sjohicht') an 
der .Wand das ganze Innere der Flussigkeitsmaese, in welchem demnach die oben abge- 
leiteten Dilferential-Gleichungen ihre Qiiltigkeit behalten merden. 

Urn zu einer geeigneten Besohreibnng des Wiirmeiiberganges f i r  Fliissigkeiten e n  
golangen, wird man somit einen Uebergang oon dem statistischen Gesetz fiir das Innere 
der Flussigkeitsmasse (Tnrbnlcnzkoeftizient) zu dem moleknlaren Qesetz in nnmittelbarster 
Wandniihe (Wtlrmeleitzahl) fiuchen miissen. hlathematisch lllIjt . sich dieser Uebergang 
duich eine Abllnderong der I<andbodingungen fassen. Anf diem Erweiternng der Theorio 
6011 demniichst nLher eingegmgcn werden. Immerhin ist aber , zu bemerken, da% auch 
d i e  blsherigen experimentellen Forschungsergebiiisse,. die sich aasschlieDlich aut den 
Wlrmeiibergang an Wasser bozichcn, derart v o n o i n a n d e r  a b w e i c h e n d e  R e s u l t a t e  
' z e i g e n ,  daB ein einigermaUcii klares Eild des Vorganges nur schver gewonnen werden . 
kann. 

Mit erheblichem Aufwand hat S o e n n e c k e n  1911  Versuche iiber den WLrme- 
iibergang an Wasser in Rijhrcn untemiommen, die in der heutigen Literatur vielfach als 
mai3gebend zitiert perden. Seine Ergnbnisso faBt or in  den beiden Formeln fur die 
W.-Ue-Zahl a zusammen: 

I l a t z k o ,  Wiirinoiibt3vgiirIg An ciiiuri turbulcntcn Fliisfiigkeits- odor Gasstrom 

1. glatte Oberfllche . ' 
" 0 3  

a =  2020dz; i ( i  -i-0,014 !Z',)WE/stmaoC, 

a = 7 3 5  ,o.s (I -t 0,014 T,) WE/st ma "C 
2 .  rauhe Oberfliiche 

@ > ?  

(v = Wassergesohwindigkeit in LU/E,  d I= Robrdnrchmesser in m,. T, = innere Hohrwand- 
temperatnr in OC). Unter glatter Oberfllche wird dabei ein nahtlos gezogenes Messing- 
robr I erstanden, nahrcnd die Versuche mit ~raul ieru ObelflLche mit Eisenrohren duroh- 
gefuhrt wurden. Diese Formeln widersprechen direkt nnseron Grnndanschanungen vom 
Wesen des Whrmeiiberganges. ER Ist nlmlich ansgeschlossen, dafl bei ranher OberflBohe 
d i e  W.-Uc.-Zahl kleiner ' ist ~ I E  bei glatter. Tnfolge der erbiihten Wirbelbildnng wird 
der molare WLrmetranFport verfitiirkt rind damit die W.-Ue.-Zahl erhSht. Die geringeren 
Werte, die  bei den Eisenrohrcn gcmessen wurden, Kind hochstwahrscheinlich infolgs des 
Anftretens r o n  Rost und Ke~soletoinschichten aof cine unrichtige Bestlmmnng der wirk- 
lichen Wandtemperatur zuriickznliibren. ' 

Umfangreiche Versuche an Kondensatoren sind ferner ron J o s s  e i n  Charlotten- 
burg angestellt worden. J O R ~ O  hat dabei die W#rmedurcbgangszah~ k, von konden- 
sierendem Dampf an Wasser gimessen, die durch die Formel 3, definiert ist: 

\ 1 If = --- 
1 i. 1 

n1 (1' a2 
- + _ _  + -. 

(ul, clp die, W.-Ue.-Zablen drr I~liicsiglieiten, ?. die Wlrmkleitzahl der Zwischenwand, 6 
deren Dicke). Er  kommt. nun, indcm fir fur die 1, 6 die bekannten Werte einsetzt and 
fur den Wtirmeiibergang an Wafiser die Zahlcn ron N i  c h o l  (rd. 4500  M. E./m' st "3, 
die in der Grofienord,nung einc Mittellage zwischen den Zahlen von S o e n n e c k e n  fur 
glatte und ranhe Obelfllche daistellen, benutzt, fur den Wlrmeiibergang von konden- 
sierendem Dampf an Metal1 zu nuDergewShnlich hoben Werten. Nach diesen Versnchen 
wiirde die W.-Ue.-Zabl fur lrondensierenden Dampf bis zu 7mal 80 groB sein konnen, 
wie fiir stromendea Wasser. 

Mit N us 6 el t a) kSnnen w h  
uns den Kondensatiqnsvorgang an einer kalten senkrechten Wand 60 vorstellen, . da6 

Dime Ergebnisse sind gleichfalls nioht verstiindlich. 

l)  Eine nghure ~Jntrrsiicl~ung zeigt, dnB dicee Schicbt von wesentlich klelnerer Or65enordnung 
i.t, alu die Qrenzsehirht flelbst, tile wir i18 das Gebiet, in welchem $chubSpU~nUng tlbertragen d r d ,  
defldert hatten. Fur das Kreisrobr let d e r m  Dicke 6 im hydrodgnamlscb aiisgebildeten Zuatmd dwch 
den' dnsdruok gegeben. 

d 
8 = 5 , 5 1 - ,  

R7lS 

wo d den Idrchmesser und R die Reynoldssche Zahl bedeubet. 
a )  HUtte I, 22. Aufiage, B.  3 @ 5 .  
a) IT-. N u s  6 el t ~ Die OberllBc.l~eiikoirdel,6nti0ll den Wasserdampfes, Z. V. d. I. 1916, S. 541. 
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sioh onf der BAlten OberIliiohenseite eine Wmserbant bfldet, anf dle dae gesamte W&me- 
gef&lle von dern Dampf enr Wandtemperatar eatftlllt. Die Wasserhant haltet an der 
elnen Seite an der Wand, dio iibrigen Sobiobten flle0en nnter der Wlrktmg der Sobwere 
naoh abwIlrts. Da die Silirke der Waseerhaat jedmfalls eebr gerIag lsb - nadi der 
Nnssel tschen Rechnung Bruohteile eines Mltl!metery - so haben d r  86 offenbm Mt 
einer lamlnaren St-lomung zn tun. Ee 161 nnn nbbt einzueehen, wsrnm die W.-Ue:Z;ahl 
von Waeser an die metallische Wand an2 der dnen Sefte der Wand (WO nooh d85U der 
Stromungsanstand laminar ist) 7mal ao groB eeln sol1 ale ant der andemn Seita (bef 
turbulentor Striimung). 

Die Versochsergebnisse von Josfie miissen slob danaoh andere dentan lassen, SO 

daS die W.-D.-Zahl li dhrcb zwei annlhernd gleioh gro0e Terme - and -?-, wobe5,QrJ 
und a3 miltlere Werte hsben, dargastellt witd. Es ersoheint sehr wahrscheinlioh, dqfl 
domnach die W.-Ue.-Zahl an Waeser hlibere W e r t e  hat, &la vielfaoh bleher angehom- 
man wurde. Eine umfassende experimentslle Unterenchnng des Wiirmeiibergangee an 
Fliisslgkelten erbchrint dringend geboten , urn die Riuhtlgkelt d6r theoretieohen mob- 
nungea priifen zu Bbnnen. Dle Schwierigkeiten, die sich bet der Verwendnng, yon 
Waeser durch Rosrbildung und Kesselsteinansak eeigea, legen es nabhe, hiertdr andere 

1 

a1 ail 

Fltissigkeiten, e. B: Ode,  heranzuziehea, $6 

Grundwasserstrbmung 
in einem abfallenden Geliinde rnit Abfanggraben, 

Von L. HOPF und E TREFFTZ in Aadren. 

ie Probleme der Grundwasserstr6mnng, bei denen d ie  Qesohwhdigkeit (Duroh-- 
flu’0menge pro Einheit dcs Querecbnitlss i o  der Srkunde) proportional den auf die D Flifssigkeit wirkwidsn Krlf ien pese tz~  aerden ksnn, fuhren mathematisah a d  die 

gleichen Aufgaheo (Iutegratinn der Oleichong d u  = 0) wia die Probleme der wirbellosen 
Striirnnng inkoniprc~fiait,ler Ipliifisigkeiten. Spezirll die ebenen Problrme sind daber den 
gleiohen malhematisclic*n M4hodr.n der  koriforrnen Abbllduag zogbglich,  die, fiir die 
idealen lq’liissigkriteri, z. 13. bei der Strahlbildurlg, zur Lbeung jiihren. I m  folgenden be- 
handeln wir mit dirttnn Metticiden eine Anlgabe, die uamittdbar der Praxis eotnommen ist. 

I n  den n R 1 o o w n u  Siiddrut+chlands etiornen betrlchtliche Waesermengen mit ge- 
ringer Grschwindigkeit, im Erdreich. Die freie Oberfl%che den ~rundwaseere l i v g t  der 
Eidoberfllcho nahe, wafi einr \‘ersnmpfong deR Bodem z u r  Folpe hat. Zom Zweoke der 
Trockc;iilegung solchcr Moose und zulrlrich zur Aiisnutzung de r  Watwermengen eui graft- 
gowinacing ~ u c t i t  miin daa (3iuiidwasne.r in Grllbrn abzufangan uud wegeulritrn. Rriobt 
dieser Abfanggrabrn I i c b t  bis zur Sohle der arundwa~6er  flihrenden Sohioht, Rondern 
taacht nur bis zu cirirbr gewfssen Tiofe ein, 80 erheht sioh df6 Frsge, wefr*he Waseer- 
mengeu ein solcher Graboii dcr Olui~dwmfiersti Gmung entzieht, welche Oerchwjnoig- 
keitcn lokal ault,reten, uic: im einze1nt.n din Strolnlillien verlmfen, innbesondere d1e Ober- 
flPch0 der  ~ r u n d ~ ~ a s s e r s l I l i n u x i g ~  und wolohe konatruktiven BlaSnahmen dime QroSen 
beeinfluss~n. 

1. PhysikaUsche und mathemdische Grundlagea, A d  die Ffiiesigk~it wtrhan 
DruckgefBIle, Schw(,re irnd tteibungskrafte Diebe 60tZt  wan proportional der Gemhiin-  
digkeit nnd vernachliiwsigt alle Beschleuaigungen. Derart erhillt man 1iir die QesohMn- 
digkeitskolnponentcn dcii Ansatz : 

~ = - k - - + y .  (:; ) . . . . . . (1) 
pi 

Br ’ p l ,  - k 2 
oder vcbtoriell zusammcwgelaflt: 

nobei das Potential rp = k(p + yy) ifit. 
iu = - grad q . . . . , . . . . . . (19, 

Hierbei hedenten: 
7i eine voni Malerial der Wasser fiihrenden Schicht abhlngige Konstante (reel- 

p den Druok, 
1’ das kpmrlische Uewioht des Wasearel 
y die HGhe iibur eiaem Nullniveaa 

proka Ruiburigmahl), 




